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Sinopsis.  Hay numerosos estudios sobre los efectos del gravitomagnetismo, en particular ha

sido investigadas las perturbaciones orbitales de satélites por esta causa. Pero la inducción

gravitatoria no está limitada a la acción gravitomagnética, caracterizada por producir fuerzas

perpendiculares a la dirección de movimiento, sino que también hay acción gravitoeléctrica, en

que las fuerzas producidas dependen de la velocidad de la fuente. Analizamos en esta investiga-

ción las perturbaciones de satélites orbitando la Tierra como un resultado de fuerzas de origen

gravitoeléctrico. Encontramos que estos efectos son proporcionales a 2
�� (� �  es la velocidad de

rotación de la Tierra) por tanto considerablemente menores que similares efectos gravitomagnéticos.

Abstract. There are numerous studies on the effects of the gravitomagnetism, in particular has

been investigated the perturbations orbitals of satellites for this cause. But gravitatory induction

is not limited to the gravitomagnetic action, characterized by producing forces perpendicular to

the direction of movement, but also there is gravitoelectric action, in that the forces produced

depend on the speed of the source. We analyze in this study the perturbations of satellites

orbiting the Earth as a result of forces of gravitolectric origin. We found that these effects are

proportional to 2
�� (� �  is the rotational speed of the Earth) therefore considerably lower than

similars effects gravitomagnetics.

1 Introducción

Se llama gravedad inducida a la producida por el movimiento de la fuente de campo gravitatorio.

Por ejemplo, la Tierra por su rotación diaria produce una gravedad inductiva que se añade a la

gravedad estática producida exclusivamente por su masa. Esta gravedad adicional produce una

leve perturbación en las órbitas de los satélites que orbitan la Tierra, que puede ser tratada por la

teoría clásica de las perturbaciones orbitales planetarias.

Hay que distinguir dos tipos de gravedad inducida: la gravitomagnética y la gravitoeléctrica.

La primera se caracteriza porque la fuerza que produce es perpendicular al movimiento del cuerpo

sobre el que actúa, de forma análoga a como lo hace la fuerza magnética sobre una carga eléctrica

en movimiento. Las restantes fuerzas inductivas son llamadas gravitoeléctricas y se caracterizan

porque dependen de la velocidad de la fuente. Por último las fuerzas gravitatorias estáticas son las

fuerzas gravitatorias que no dependen de la velocidad de la fuente, aunque es posible que dependan

de la velocidad del cuerpo que la orbita, siendo la fuerza de Newton la más importante de todas

ellas, pero no la única.

Se han estudiado los efectos que la fuerza gravitomagnética ejerce en astros orbitando la

Tierra. [1] Lo que haremos en esta investigación es estudiar los efectos de la fuerza gravitoeléctrica

producida por la rotación de la Tierra. Añadir que la perturbación de las fuerzas gravitatorias

estáticas son las responsables de la perturbación planetaria de Einstein, que explica la precesión

anómala del perihelio del planeta Mercurio.

Empezaremos este artículo exponiendo la ecuación de movimiento de una partícula en un

campo gravitatorio en segunda aproximación. Haciendo uso de la teoría gravitatoria débil obten-

dremos los potenciales necesarios para calcular las aceleraciones perturbatrices.

Finalmente se aplicarán las ecuaciones de Gauss y obtendremos la variación temporal de los

elementos orbitales y concluiremos con un cálculo numérico. Hay que señalar que las perturbacio-
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nes gravitomagnéticas dependen de la velocidad angular de rotación de la Tierra, mientras que las

perturbaciones gravitoeléctricas dependen de la misma velocidad pero al cuadrado. Como la velo-

cidad de rotación terrestre es pequeña, también así lo serán los efectos gravitoeléctricos con rela-

ción a los gravitomagnéticos. De aquí resulta que las perturbaciones orbitales gravitoeléctricas

sean sensiblemente menores que las gravitomagnéticas, a no ser que la velocidad angular del astro

central sea elevada y grande su masa y su radio.

2       Teoría lineal y teoría débil de la gravitación

Para el estudio de los campos gravitatorios débiles podemos aplicar dos procedimientos.

Uno de ellos es la teoría lineal que se obtiene eliminando de las ecuaciones generales de la gravita-

ción los términos no lineales en el tensor métrico. Como resultado se obtiene una ecuación de

ondas lineal que puede ser resuelta con la técnica de los potenciales retardados.

La teoría lineal es insuficiente, en el sentido de que hay términos no lineales en los potencia-

les que deben ser considerados en el caso de campos gravitatorios débiles. Así por ejemplo, con la

teoría lineal no se puede calcular correctamente la precesión planetaria de Einstein, que exige

términos no lineales.

El otro método para obtener ecuaciones simplificadas es la teoría débil de la gravitación, que

consiste en desarrollar en serie de potencias las distintas componentes del tensor métrico y poste-

riormente aplicar las ecuaciones de la gravitación. Este método es el que aplicaremos a continua-

ción y en donde retendremos las componentes del tensor métrico necesarias para obtener la ecua-

ción de movimiento en la aproximación de segundo orden respecto a la inversa de c.

Como se muestra en [2] y en [3] las componentes del tensor métrico se desarrollan según
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1 ; ;g g g g g g g g

� �� �� �� ��� ��
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donde el número entre paréntesis significa el orden respecto a la inversa de c y los índices griegos

van de 1 a 3. * Nótese que para la componente 0,0 del tensor métrico tomamos hasta el término de

orden cuatro respecto a la inversa de c. La razón es porque en la ecuación de movimiento 
00

g  está

multipicado por 
2c , esto significa que si queremos conservar hasta términos de orden dos en la

ecuación de movimiento es necesario tomar el término de orden cuatro en el desarrollo en serie de

00
g . [4]

Como se ve en (1) es necesario conocer tres potenciales para el cálculo de la ecuación de

movimiento. Dos de ellos son escalares tridimensionales y el tercero es un vector tridimensional.

Estos potenciales son definidos por
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notamos en (2) la presencia de un segundo potencial escalar � que normalmente es despreciado,

pero como veremos es el principal responsable de los fenómenos de inducción gravitoeléctrica. En

(2) el término no lineal viene representado por 2� .

2       Ecuación de movimiento de una partícula en un campo gravitatorio débi

En general el elemento de línea es
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y en la aproximación dada por (1)
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sustituyendo los potenciales escalares y el potencial vector definidos en (2) se obtiene
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* La última de las relaciones (1) implica que estamos considerando coordenadas armónicas, véase [2].

(1)

(2)
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Hacemos uso de la aproximación

21 1
1 1

2 8
x x x� � � �

válida cuando x es muy pequeño, con lo que se llega a

2
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A v

donde solo consideramos términos hasta el orden cuatro respecto a la inversa de la velocidad de la

luz. Agrupando términos y teniendo en cuenta que la lagrangiana de una partícula libre es

ds
mc

dt
� �L

nos queda

4 2 2

2 2

2 2 2 2

1 1 3 1
4 .
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Podemos dividir los términos que aparecen en (3) en cuatro categorías. Los sumandos 2, 4 y 5 son

términos relacionados con la relatividad especial. En efecto, los sumandos 4 y 5 son los términos

cinéticos. El segundo sumando es el potencial kepleriano.

El sexto sumando es un término genuino de la relatividad general y representa la acción

gravitomagnética (aunque de él también se deducen efectos gravitoeléctricos). También los dos

últimos sumandos corresponden en exclusiva a la relatividad general y son de carácter

gravitoeléctricos. El término gravitomagnético 4m �A v  es de segundo orden respecto a la inversa

de c, por serlo A como veremos más adelante; también son de orden dos los restantes términos no

clásicos.

La ecuación de movimiento de una partícula libre se obtiene aplicando la ecuación de Euler-

Lagrange a (3). Calculamos primero

2 2
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mientras que el otro sumando de la ecuación de Euler-Lagrange es

2 2 2 2
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2
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teniendo en cuenta
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se obtiene la ecuación de movimiento en forma vectorial
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v A v v
v v a

v v v v A

tomando como primera aproximación

d

dt
�� ��

v

se obtiene definitivamente la ecuación de movimiento de una partícula libre en un campo gravitatorio

débil

(3)
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el primer sumando corresponde a la aproximación de orden cero o newtoniana. * Los siguientes

sumandos son todos de orden segundo respecto a la inversa de c. **  Esta ecuación de movimiento

es la equivalente a la fórmula de Lorentz de la electrodinámica. [5]Nótese que los términos de

segundo orden tienen (o pueden tener) valores parecidos, por lo que ninguno de ellos se puede

despreciar.

El elemento de línea tiene en coordenadas esféricas la forma

2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 4 4 2

2 2 2 8 2
1 1 sinds c dt d cdt dr r d r d

c c c c c
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� � �
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� � � �

A r

donde aparecen todos los términos necesarios para calcular la ecuación de movimiento de una

partícula a segundo orden en la inversa de c. Las ecuaciones (4) y (5) son válidas cuando usamos

coordenadas armónicas; las expresiones cambian en otros sistemas de coordenadas.

3       Teoria de campo gravitatorio débil

Como hemos dicho se puede aplicar la ecuación de la gravitación al desarrollo (1). Obtene-

mos por tanto los primeros términos en el desarrollo de las componentes del tensor métrico, que son

los necesarios para aplicar la ecuación de movimiento (4). De esta teoría débil se obtienen términos

que no son lineales y que están ausentes en la teoría lineal de la gravitación.

Como se demuestra en [2] y [3] las ecuaciones de campo gravitatorio en la teoría débil son

2
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� � �

� �

donde las T  son los términos del desarrollo de las componentes del tensor energía-momento, en

cuyo cálculo hemos exigido que la velocidad de la fuente sea no relativista, aunque no hacemos

limitación alguna de la velocidad de la partícula que se mueve en el campo. Las ecuaciones (6)

utilizan la gauge armónica, nótese que de la tercera de las ecuaciones (6) se obtiene la relación

entre g ��  y ��que fue establecida en (1). Se observa que solo la primera ecuación de (6) es

diferente de las obtenidas por el método de las ecuaciones linealizadas. Y en esta ecuación es

donde se encuentran términos no lineales. La solución que obtengamos de (6) se diferenciará de la

teoría linealizada en que no solo contendrá los términos lineales, sino también las componentes del

tensor métrico necesarias para obtener todos los términos (sean lineales o no) de segundo orden de

la ecuación de movimiento.

Como se deduce en [2] las soluciones de las ecuaciones (6) son

2 0 0 1

00 00 0

2 3
; ;

G T T T G T
dV G dV A dV

c r r c r

�� �
�

� �

�
�

�
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� � �� � �
donde el corchete significa valores retrasados y en la segunda ecuación hay suma sobre �. Para el

caso especial de materia en forma de polvo el tensor de energía-momento es

ik i kT u u��

4 Segura González, Wenceslao

* �� no es idéntico al potencial kepleriano, pues contiene los términos que se derivan de la aplicación de los

potenciales retardados y que por ello dependen de la velocidad de la fuente.

* La ecuación (4) permite calcular las perturbaciones al movimiento newtoniano con independencia de la

velocidad de la partícula. No obstante la velocidad de la fuente  debe ser no relativista.

(4)

(5)

(6)
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donde ku  es la tetravelocidad de la fuente y 	 es su densidad propia de masa. Vamos a desarrollar

el tensor energía-momento hasta el segundo orden en la inversa de la velocidad de la luz, entonces

la relación que debemos tomar entre el tiempo propio�
� y el coordenado t es

2

2 20

2 2

2
1

u
d dt

c c

�



� �
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donde 0
�  es el potencial kepleriano en el punto de la fuente que lleva velocidad u,  por tanto la

componentes buscadas son
22 0
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concluimos que los potenciales en el caso de que la fuente esté formada por materia en polvo de
densidad 	 es
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5 Sistemas de referencia

Para el estudio de las perturbaciones de un satélite orbitando la Tierra vamos a considerar el

sistema de coordenadas pseudocartesianas K (x, y, z) que tiene su origen en el centro de la Tierra,

el eje z coincide en dirección y sentido con su eje de rotación y el eje x se dirige hacia el equinoccio

de primavera o nodo ascendente de la órbita terrestre en torno al Sol.

El sistema K’ (X, Y, Z) tiene su origen en el centro de la Tierra, el eje X se dirige hacia el nodo

ascendente de la órbita del satélite y el plano X-Y es por donde se mueve el satélite.

Bajo estas premisas el ángulo entre los ejes x y X es la longitud del nodo ascendente �
(medida por el ecuador) y el ángulo entre los ejes z y Z es la inclinación de la órbita i respecto al

ecuador celeste.

Para pasar del sistema K al K’ es necesario hacer dos rotaciones. La primera de ellas de

valor�� alrededor del eje z, y la segunda una rotación de ángulo i en torno al eje x. Por tanto los

vectores básicos del sistema K’ , ,X Y Ze e e están relacionados con los vectores básicos del siste-

ma K , ,x y ze e e por

cos sin

cos sin cos cos sin

sin sin sin cos cos .

X x y

Y x y z

Z x y z

i i e i

i i i

� � � �

� � � � � �

� � � � �

e e e

e e e

e e e e

Ahora es necesario obtener los vectores unitarios asociados con el triedro comóvil en las

direcciones radial 
r
e , transversal 

t
e  y normal 

n
e . El vector unitario radial se encuentra en el plano

X-Y y es paralelo a r (vector de posición del satélite), entonces

cos sinr X Yu u� �e e e

donde u es el ángulo contado desde el nodo ascendente hasta el satélite

u � �� �

�  es la anomalía verdadera, mientras que �  es el argumento de latitud del pericentro, es decir,

ángulo contado desde el nodo ascendente hasta el pericentro. El vector unitario transversal del

satélite es perpendicular a 
re
 y también se encuentra en el plano de la órbita

sin cost X Yu u� � �e e e

finalmente el vector unitario normal es perpendicular al plano orbital

n Z�e e

Para simplificar los cálculos vamos a suponer que el nodo ascendente del satélite coincide

con el equinoccio, por tanto 0� � , lo que no significa ninguna pérdida de generalidad, porque
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cualquier otro valor de�� originaría una situación idéntica a la anterior.

Los vectores básicos comóviles en función de los vectores unitarios de K quedan

cos cos sin sin sin

sin cos cos sin cos

sin cos .

r x y z

t x y z

n y z

u i u i u

u i u i u

i i

� � �

� � � �
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e e e e

e e e e

e e e

El vector de posición del satélite es

rr�r e

y el vector velocidad

.
r

d d
r

dt dt
� �

r
v e

El satélite sigue una órbita kepleriana, pero sus elementos orbitales van variando con el

tiempo a causa de la perturbación. Entonces será aceptable usar la ecuación de la elipse para

describir la órbita

2
1

1 cos

a e
r

e �

�
�

�

donde a es el semieje mayor y e la excentricidad. El módulo del momento angular orbital L del

satélite de masa m cumple la relación

2

L

mr
� ��

el punto significa derivación respecto al tiempo. Desarrollando (9) queda

2
sin sin cos cos .

1
X Y

L m
u e u e

a e
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�
v e e

Para la órbita kepleriana se cumple

2

21
L

a e
mk

� �

donde k GMm� , siendo M la masa del cuerpo central.

Al expresar la velocidad en función de los vectores básicos del sistema K queda

2

sin sin cos cos cos cos cos sin
1

x y z

na
u e u e i u e i

e
� � �� �� � � � � � �� �

�
v e e e

donde n es el movimiento medio definido por

3

2 GM
n

T a

�
� �

siendo T el periodo orbital.

4       Aceleración perturbativa de la gravitoelectricidad inducida

Un cuerpo en rotación produce un campo gravitoelectromagnético que origina una perturba-

ción de la órbita kepleriana de un satélite que gira a su alrededor y que viene expresada por la

modificación de sus elementos orbitales. Si el campo gravitatorio es débil y la velocidad de rotación

del cuerpo que produce el campo es pequeña en comparación con c, se puede usar la ecuación de

movimiento (4), que toma la forma

,
d

dt
�� �� �

v
W

en nuestro caso W es pequeña en comparación con la aceleración kepleriana, por lo que puede

entenderse como la aceleración perturbativa, que puede ser dividida en tres términos

.E GE GM� � �W W W W

6 Segura González, Wenceslao
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El primero de ellos es la aceleración gravitoestática responsable de la precesión de Einstein *

2 2

2 2 2 2

2
4 3

E

v

c c c c t

� �
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v v
W v

mientras que

2

1
GE

c
�� � �W

es la aceleración perturbativa generada por la inducción gravitoeléctrica. Finalmente

4 4
GM

t

�
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�

A
W v A

es la aceleración perturbativa gravitomagnética.** También debemos de tener presente que en la

aceleración kepleriana

K �� ��W

se encuentran incluidos términos inductivos, puesto que ��es el potencial kepleriano más los térmi-

nos derivados del desarrollo de los potenciales retardados, los cuales dependen de la velocidad de

la fuente del campo. No obstante, en el caso que vamos a considerar de un cuerpo esférico con una

densidad homogénea que permanece constante, el potencial ��coincide con el potencial clásico

kepleriano y no ocasiona, por tanto, perturbaciones en la órbita de los satélites

Vamos a suponer que la Tierra es una esfera formada por materia en polvo (es decir despre-

ciamos, de momento, las tensiones en su interior) que tiene de radio R y una densidad uniforme 	.

Un satélite se encuentra en un punto exterior situado a una distancia r del centro de la Tierra.

Queremos calcular la aceleración perturbativa de origen gravitoeléctrico que actúa sobre el

satélite.

Por (7) el segundo potencial escalar es

2 2

0 0
2 2 22u u

G dV G dV G dV
r r r

	 	� 	�	
�

�
� � �� � � � �

� � �� � �
0

�  es el potencial gravitatorio en un punto del interior de la Tierra. Nótese que la segunda de las

integrales del segundo miembro de (12) no depende de la velocidad de la Tierra, es decir no es un

término inductivo, por lo que no lo tenemos en cuenta. §

El vector r es el de posición del satélite respecto a un sistema de coordenadas centrado en la

Tierra, r* es el vector de posición de un punto fuente del interior de la Tierra, y el vector �r  es el

que va del punto fuente al satélite. Para calcular la primera de las integrales del segundo sumando

de (12) elegimos la parte positiva del eje z de tal forma que en él se encuentre el satélite. El eje y

es elegido con la orientación adecuada para que el eje de rotación de la Tierra se encuentre en el

plano z-y, siendo ��el ángulo entre el eje z y el eje de rotación terrestre El ángulo ��es el que hay

entre r y r*. Entonces

2

* *
* 1 2 cos 1 cos

r r
r r rB C

r r
� �

� �� �� � � � � � � �� 
� �

r r r

donde

2

2

2 *
1 * ; .

1 *

r r
B r r C

r r
� � �

�

* El último sumando de (11) no interviene en el cálculo de la precesión anómala del perihelio de Mercurio. Este

término sería significativo si hubiera una variación de la masa del Sol, lo que no es considerado en la

precesión de Einstein.

** En realidad t� �A  es un término gravitoeléctrico, lo agrupamos con el término gravitomagnético para

seguir con la práctica seguida por otros investigadores.

§ Este término debe de sumarse a la fuerza perturbativa de Einstein, pero al generar una aceleración de cuarto

orden de la inversa de c se puede despreciar.

(11)

(12)
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Como el vector de posición de un punto de la Tierra en coordenadas esféricas es

* *sin cos *sin sin *cosr r r� � � � �� � �r i j k

y la velocidad angular de la Tierra

sin cos� � � �� � �� �ω j k

entonces la velocidad lineal de un punto de la esfera terrestre queda

* * cos sin * sin sin cos

* sin cos cos * sin cos sin

r r

r r

� � � � � � �

� � � � � � � �

� � ��  � � �

� �� �

u ω r i

j k

después de simplificar resulta que su cuadrado es

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

* sin * sin sin sin

* cos sin 2 * sin cos sin cos sin .

u r r

r r

� � � � � �

� � � � � � � � �

� �� � �

� �� �

Ahora hay que hacer una integración de volumen cuyo elemento es

2
* sin *dV r d d dr� � �� �

Hay que resolver la primera de las integrales del segundo término de (12), problema que podemos

abordar descomponiéndola en tres integrales más elementales. La primera de ellas es

2 2 2

2

1
2

2

2 2 4

0 0 0

* sin
2 * sin *

* *
1 2 cos

1 sin
2 sin * *

1 cos

R

r
G r d d dr

r r
r

r r

d
G d r dr

r B C

� �

� �
� � � � �

�

� �
� � � �

�

�
� � �

� �
� �� �
	 


�� �
�

�

� � �
siendo R el radio de la Tierra, entonces la primera de las componentes del potencial �

2

2 2

1

6
sin

5

R
GM

r
� � ��� �

La segunda de las integrales en que se descompone � es
2 2 2 2 2

2

2

2 3

2 2 2 4

0 0 0

* sin sin sin
2 * sin *

1 cos

1 sin
2 sin sin * *

1 cos

R

r
G r d d dr

rB C

G d r dr d
r B C

� �

� � � �
� � � � �

�

�
� � � � � �

�

��
� � �

�

��
�

�

� � �
de donde obtenemos

22

2 2

2

2 1
sin 1

5 7

R R
GM

r r
� � �

� �� ��� �� 	� 
� �� �

.

La tercera de las componentes del potencial escalar � es
2 2 2 2

2

3

2 3

2 2 4 *

0 0 0

* cos sin
2 * sin *

1 cos

1 sin
2 cos *

1 cos

R

r
G r d d dr

rB C

G d r dr d
r B C

� �

� � �
� � � � �

�

�
� � � � �

�

�
� � �

�

�� �
�

�

� � �
simplificando queda

22

2 2

3

4 1
cos 1 .

5 7

R R
GM

r r
� � �

� �� ��� � �� 	� 
� �� �

La última de las cuatro integrales en que se puede descomponer � es nula. Ahora podemos

reagrupar todos los resultados y tras simplificar queda

22 2

3

1 2 3 4

4 1
1 1 3cos .

5 14

GM R R

r r

�
� � � � � �

� �� � �
� � � � � � � �� 	� 

� �� �
Vamos a elegir un nuevo sistema de coordenadas, tal que el eje z coincida con el eje de

rotación de la Tierra, es decir el sistema K(x, y, z) definido en el epígrafe 5, entonces

8 Segura González, Wenceslao
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(13)

(14)

cosz r ��
y el potencial �  queda

2

2 2 2 4 2 4

3 5

4 1 2 1 6

5 35 35

z
GM R GM R GM R

r r r
� � � �� � �� � � �

la aceleración inducida sobre la partícula exterior a la esfera es

2 2 2 4

2 2 3 2 5

2 4 2 2 4

2 7 2 5

1 4 6

5 35

30 12

35 35

GE

z

GM R GM R

c c r c r

zGM R z GM R

c r c r

� �
�

� �

� �
� � � � � � �

� �
� �

r r
W

er

teniendo en cuenta que

2

2

2 2 2cos

z

z r

�

�

�

� � � � �� � � � � �

� � �� �

�

r ω ω r ω ω r

ω ω r k

entonces la aceleración inducida perturbativa gravitoeléctrica es

22

2

2 2 3

22

2

2 3

1 4 3
1 1 5sin

5 14

4 9 15
1 1 sin

5 14 9

GE

GMR R

c c r r

GMR R

c r r

� �

�

� �� � � �� � � � � �   �� �� �
� �	 


� �� � � � � �� � � �� �� � � �
� � � �	 


W ω ω r

ω ω r

hemos puesto la fórmula en función de la latitud  del punto donde se encuentra el satélite. Obte-

nemos no solo una aceleración centrífuga inducida (primer sumando del segundo miembro) sino

también una componente axial (o sea, paralela el eje de rotación de la Tierra). Hay que observar

que el sentido de la fuerza inducida es contraria a la producida en el caso interior de una esfera

hueca, es decir, esta fuerza se dirige hacia el eje de rotación, por lo que podríamos hablar más bien

de una fuerza anticentrífuga. Nótese la dependencia de la fuerza inducida de la latitud del satélite.

La fuerza axial tiene el mismo sentido que en el caso interior, o sea, se dirige hacia la parte negativa

del eje de rotación.

El cociente entre las intensidades de la fuerza gravitatoria newtoniana y la de inducción

gravitoeléctrica para el caso de un cuerpo sobre la superficie de la Tierra es

2

11Newton

inductiva

4 10 .
F c

F R�

� �

 
 �� 
� �

5 Perturbaciones de órbitas de satélites por efecto de la gravitoelectricidad inducida

Conocida la aceleración perturbatriz que actúa sobre el satélite se calcula la variación de los

elementos orbitales (semieje mayor, excentricidad, inclinación, longitud del nodo ascendente y ar-

gumento de latitud del pericentro; a, e, i,���y � respectivamente) por las ecuaciones de Gauss [6]

2

2

2

2

2

2

2

1
cos

1

2 1
sin

1

1 1
sin cos

1
sin

sin 1

1
cos 1 sin cos

1

n

r t

r t

n

r t

di r
W u

dt ana e

da a e
eW W

dt rn e

de e r
W W

dt na e ae

d r
W u

dt ana i e

d e r d
W W i

dt nae dta e

�

� �

�
� �

�
�

� ��
� �� �

� 	�

� �� 
 �
� � � �� � �� �� 	

�
�

�

� �� �� �
� � � � �� �� ��� 	� �
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La inducción gravitoeléctrica está compuesta de dos partes: los términos de segundo orden
del desarrollo de��� y el potencial � dado por la segunda ecuación (7).

Para el caso de un cuerpo que rota alrededor de su eje, los citados términos inductivos

gravitoeléctricos dependen de su velocidad angular al cuadrado, que ahora representaremos por
2��  para evitar confusión con el argumento de latitud del pericentro. Pero estos efectos

gravitoeléctricos son menores que los gravitomagnéticos, razón por la que han sido despreciados.
Pero hay que advertir que estos efectos son de segundo orden respecto a la inversa de c y que en
condiciones óptimas pueden tener valores similares a la acción perturbativa gravitomagnética.

La aceleración perturbativa procedente de la gravitoelectricidad inducida para el caso de

una esfera homogénea formada por polvo viene dada por (13), de donde podemos deducir las

aceleraciones radial, normal y tangencial. Para el cálculo hay que tener presente que por (8)

sin sin .z r zz r r i u� � � � �r e e e

Entonces

2 2 2

2 2

2 2 2

4 1 3
1 1 3sin sin ,

5 14

r

GE GE r

GM R R
W i u

c r r

� � � �
� � � � � �� 	

� �
W e

para el cálculo de las componentes radial y tangencial tenemos en cuenta que por (8)

0; cos ; 0; sin cos ,r n z n r t z ti i u� � � � � � � �e e e e e e e e

por tanto

2 4

2 4

2 4

2

2 4

12 sin
sin cos

35

12 sin cos
sin

35

n

GE GE n

t

GE GE t

GM R u
W i i

c r

GM R u u
W i

c r

�

�

�
� � � �

�
� � � �

W e

W e

donde R , M y � �  son el radio, la masa y la velocidad angular de rotación de la Tierra. Ahora es

necesario aplicar las ecuaciones de Gauss (14) a las aceleraciones perturbatrices (15) y (16) para

hallar la variación secular de los parámetros orbitales de un satélite.

Hagamos, como ejemplo, el cálculo de la variación de la inclinación de la órbita. Para estos

cálculos tenemos en cuenta las siguientes relaciones válidas para órbitas keplerianas

2

2

3 2

1
; ; 1 ; ,

1 cos

a e GM L
r n L m GMa e

e a mr
�

�

�
� � � � �

�
�

además u � �� � , entonces tenemos

2 4

3
2 2

12 sin cos
sin cos

35 1

di GM R u u
i i

dt rc n e

� � � �
� � � 

� ��
pero lo que nos interesa no es la variación instantánea de la excentrícidad, sino su variaciación

secular. Para su cálculo hacemos un promedio para un periodo de la anterior expresión entre

paréntesis, que es la única sometida a variación

2 2

3 3 3 2

0 0 0

2

2

0

sin cos sin cos1 sin cos 1 1

1 cos sin cos
1

T
u u d

dt d
T r T r T r L mr

m
e d

TLa e

� �

�

� � � � � � � ��
�

�

� � � � � �

� � � �
� � �

� � � �
�

� � �

�

�

y al hacer la integral nos da cero.

Al hacer cálculos similares para los restantes elementos orbitales y tomando solamente

hasta el primer orden de la excentricidad de la órbita (que suponemos suficientemente pequeña)

obtenemos

2 4 2 4

2

2 2 2 2

0; 0; 0

12 6
cos ; 1 5cos .

35 35

di da de

dt dt dt

d R d R
i i

dt c Ta dt c Ta

� � � � �

� � � � � �
� � ��  �  � 

� � � � � �

� ��� � � �
� � � � ��  � 

� � � �
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(15)

(16)

(17)
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Una aplicación numérica para los planetas del sistema solar (ver más adelante), nos muestra

que las variaciones de (15) son muchos órdenes de magnitud menor que el correspondiente efecto

gravitomagnético, por tanto, despreciable para estos astros, a consecuencia del débil efecto

gravitoeléctrico producido por la rotación del Sol.

No obstante, hay que advertir que para astros centrales que tengan una elevada velocidad de

rotación, los efectos gravitoeléctricos pueden ser del orden de los gravitomagnéticos.

6       Corrección de la presión por la fuerza centrífuga

El modelo de esfera terrestre sobre el que hemos hecho los cálculos anteriores no es física-

mente realizable. En efecto, no es posible mantener en equilibrio una esfera compuesta de partícu-

las en forma de polvo sin ningún tipo de interacción entre ellas. Inevitablemente la acción de la

gravitación tendería a colapsar la esfera y si esta llega a ser estable significaría que debe de existir

una presión que contrarreste la acción de la gravedad.

Pero hay más, por la rotación de la esfera debe de aparecer una fuerza centrígufa sobre

todas las partículas que la componen, que tendrá como resultado disminuir la gravedad en el interior

de la esfera según sea su latitud y su distancia al centro.

Si bien la presión es fuente de campo gravitatorio no produce gravedad inducida, es decir la

gravedad que origina no dependerá de la velocidad de rotación de la esfera. No obstante, la correc-

ción a la presión por el efecto centrífugo sí depende de la velocidad de rotación, o sea, producirá

gravedad inducida y es este término el que nos interesa en nuestra investigación.

Para simplificar el problema vamos a suponer que la Tierra tiene una forma esférica de

densidad constante, * está constituida por un fluido perfecto y que además rota con una misma

velocidad angular �. **

Al aplicar la segunda ley de Newton a un elemento de volumen de la Tierra se encuentra

dV pdV dV	 	�� �g a

donde a es la aceleración del elemento de volumen, que por efecto de la rotación de la Tierra está

sometida a una aceleración

ˆ� � �a ω ω r

siendo r̂  la distancia del elemento de volumen al eje de rotación. Si el vector de posición del

elemento de volumen es

* * * *x y z� � �r i j k

entonces

ˆ * *x y� �r i j

donde suponemos que el eje z está alineado con el eje de rotación terrestre. Con esta suposición la

aceleración del elemento de volumen es

2 2ˆ * * ,x y� �� � � � �a r i j

para el caso de una esfera homogénea la intensidad de campo gravitatorio en su interior es

3

4 4
* *

3 3

GM
G

R

� �
	�� ��g r r

con (19) y (20) se puede integrar (18) obteníéndose el siguiente resultado para la presión en un

punto interior de la Tierra

2 2 2 2

03

1
ˆ*

2

M
p G R r p r

R

	
	�� � � �

siendo 
0

p  la presión atmosférica en la superficie terrestre. Como hemos dicho el único término de

* Podemos mejorar el modelo del interior de la Tierra suponiendo dos zonas de densidades diferentes: el

núcleo que se extiende hasta la distancia de 3.490 kilómetros del centro terrestre y con densidad 11,0 g/cm3 y

el manto que es la concha esférica que va desde el núcleo a la superficie de la Tierra y con densidad

4,4437 g/cm3. [7]

** Este modelo sigue siendo imperfecto, entre otras razones porque la rotación hace que la forma de la Tierra

deje de ser esférica.

(18)

(19)

(21)
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(20) que da lugar a gravitoelectricidad inducida es el último, que puesto en función del módulo de la

velocidad del punto interior de la Tierra queda

2
1

.
2

p u	� �

Para el caso considerado de un fluido perfecto, el tensor energía-momento toma la siguiente

forma

2 ,ik ikT p c g p	� � �

entonces la componente ��� de orden cero del tensor energía-momento queda

0

2 2 2 23 5
,

2 2
T u g p u u u

�� ��� � � �� � � � �

donde suponemos suma respecto al índice �. Solamente hemos tenido en cuenta los términos

dependientes de la velocidad, que son los únicos que producen gravedad inductiva. Entonces el

potencial � en el modelo terrestre que estamos considerando es dada por

0 0

00 2
7 2T T u

G dV G dV
r r

�� �
�

�
� �� � � �

� �� �
es decir que obtenemos para las perturbaciones que sufre un satélite orbitando la Tierra los mismos

resultados que en (17) alterando solamente el coeficiente numérico, de tal forma que tendremos

2 4 2 4

2

2 2 2 2

0; 0; 0

3 3
cos ; 1 5cos .

5 10

di da de

dt dt dt

d R d R
i i

dt c Ta dt c Ta

� � � � �

� � � � � �
� � ��  �  � 

� � � � � �

� ��� � � �
� � � � ��  � 

� � � �

6       Aplicaciones numéricas

De (22) se observa que la perturbación gravitoeléctrica inductiva produce una variación del

plano de la órbita del satélite ya que la línea de sus nodos va variando. También de la última de las

ecuaciones (22) se comprueba que cambia la orientación de la órbita, expresada en la variación del

pericentro del satélite.

Se ve de la última de las ecuaciones (22) que la posición del pericentro respecto al nodo de

la órbita permanece inalterable cuando la inclinación del plano orbital es tal que se cumple

25cos 1i �
lo que corresponde a 63º 26'i � .

Los valores máximos de las perturbaciones correponden a un satélite que tiene una órbita

circular de radio el radio del planeta que orbita y teniendo su plano orbital una inclinación de 0º

respecto al ecuador celeste, entonces

2 2

2 2

max max

3 3
; ,

10 5

GMRd d GMR

dt c dt c

� � �� ��� � � �
� � ��  � 

� � � �
Este resultado se puede comparar con las correspondientes perturbaciones de origen

gravitomagnético que resulta ser [2]

2 2

2 3 2 3 2 3 2 3

2 4 6 cos 12
; cos

5 5

d GJ GMR d GJ i GMR
i

dt c a c a dt c a c a

� � �� ��� � � �
� � � � � �� � � �

� � � �
calculadas a primer orden de la excentricidad del satélie. J representa el momento angular de

rotación del astro central. La perturbación gravitoeléctrica de Einstein solo modifica el argumento

de latitud del pericentro del satélite según la ley

2

6d GM

dt c aT

� 	� �
�� �

� �
también a primer orden de la excentricidad.

El cociente entre los valores máximos de las perturbaciones gravitomagnéticas y las

gravitoeléctricas es dada por

(22)
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8
; 4

3
GM GE GM GE

T Td d d d

dt dt dt dtT T

� �� �� �� � � � � � � �
� ��  �  �  � 

� � � � � � � �
donde T �  es el periodo de rotación del astro central. Entonces cuando T T ��  los efectos

gravitomagnéticos y gravitoeléctricos son del mismo orden.

La relación entre la perturbación de Einstein y la graitoeléctrica es

2

5
E GE

Td d

dt dt T

� � �� �� � � �
��  �  � 

� � � � � �
encontrando de nuevo similitud entre los valores de ambas perturbaciones cuando el periodo orbital

del satélite es de igual valor que el periodo de rotación del astro central.

Para concluir vamos a hacer la valoración numérica para las perturbaciones sufridas por un

satélite que orbita la Tierra y Júpiter, en el caso en que la inclinación de la órbita sea nula y que el

semieje mayor de la orbita coincida con el radio del planeta:

7       Conclusiones

Hemos identificado la fuerza gravitoeléctrica inductiva, que es una fuerza gravitatoria que

depende de la velocidad de la fuente del campo y que no es perpendicular a la dirección de movi-

miento del cuerpo sobre el que actúa. Aplicamos el resultado al caso de una esfera homogénea y

calculamos la aceleración que la fuerza gravitoeléctrica produce sobre un satélite que la orbita.

Dado que esta aceleración es pequeña la podemos tomar como una perturbación y aplicar la

teoría clásica de perturbaciones planetarias para calcular la variación secular de los parámetros

orbitales del satélite.

La valoración de este resultado (22) nos indica que el efecto gravitoeléctrico depende del

cuadrado de la velocidad angular del astro central, en contraste con la dependencia lineal respecto

a la misma velocidad que tiene el efecto gravitomagnético. Esto significa que el efecto gravitoeléctrico

es sensiblemente menor que el gravitomagnético, dado que la velocidad de rotación de los astros es

pequeña.

No obstante comprobamos que si el periodo de rotación del astro central es de valor simiwlar

al periodo de rotación del satélite, los dos efectos, gravitoeléctrico y gravitomagnético, son de

valores similares.
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