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RESUMO

Ao realizarmos uma experiéncia imaginaria, em que o observador se
move e consegue ver o modelo de Schroedinger para equacdo de onda de
atomo com um elétron, criamos uma funcdo de onda e calculamos sua
autofuncdo de onda aceitavel, em coordenadas esféricas.

1. INTRODUCAO

Ao realizarmos uma experiéncia imaginaria em que um observador, que se move,
consegue ver o modelo de Schroedinger para equacdo de onda de atomo com um elétron, nds
acabamos por criar uma equagdo similar para descrever o que acontece com a funcdo de onda,
conforme descrita abaixo
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De modo que, por meio dela, conseguimos uma equacéo de sua autofuncéo
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para a qual calculamos uma autofuncdo aceitavel para essa experiéncia, em coordenadas
esféricas
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2. DA EQUACAO DE SCHROEDINGER PARA UMA NOVA EQUACAO

Inicialmente, vamos abordar um modelo de um atomo com um Unico elétron, usando
para isso a teoria de Schroedinger. Por meio da técnica da massa reduzida, podemos substituir
um atomo real por um atomo no qual o ndcleo é infinitamente massivo e o elétron tem massa
reduzida, dada por
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onde m é a massa real do elétron e M é a massa real do ndcleo. Visto que o ndcleo infinitamente
massivo deve permanecer estacionario, basta tratarmos apenas do movimento do elétron de
massa reduzida no modelo proposto.



Portanto, consideremos assim um elétron de massa reduzida u, o qual se move sob a
forca do potencial coulombiano
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onde x, y e z sdo coordenadas retangulares do elétron de carga - e em relagdo ao nucleo fixo na
origem. A raiz quadrada no denominador é justamente a distancia r, a qual separa o elétron do
nucleo. A carga nuclear é +Ze (Z = 1 para o atomo de hidrogénio neutro, Z = 2 para 0 &tomo
de hélio uma vez ionizado, etc...)
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A energia total E desse sistema tem a seguinte expressao cléssica
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onde p,, py € p, séo as componentes x, y e z do momento linear do elétron. Logo, o primeiro
termo a esquerda é a energia cinética do sistema e o0 segundo € a sua energia potencial.
Substituindo as grandezas dinamicas p,, py, p, € E pelos operadores diferenciais associados,
isso nos d& a equacdo de operador
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operando com cada termo da funcéo de onda
Y =Y(x,y,2zt) (2.5)
obtemos a equacéo de Schroedinger para o sistema

h?[0%W(x,y,z,t) N 02¥(x,y,z,t) N 0%¥(x,y,z,t)

+V(x,y,2)¥(x,y,2t)

2

" 2u 9x2 9y? 922
- 'h—aqj(xéf 28 (2.6)
Por conveniéncia, escreveremos iSso como
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onde foi usado o simbolo
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denotado operador Laplaciano, ou ainda, “nabla dois” em coordenadas retangulares.

Tudo que foi visto aqui, até o momento pode ser encontrado em livros de Fisica
Quantica, por exemplo, [1]. Porém, agora, passemos a seguinte experiéncia de pensamento:
imaginemos que um observador em movimento conseguisse ver o0 modelo de dtomo proposto
acima. Obviamente, poderiamos aplicar as transformacdes de Lorentz
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y=y (2.8)

para o potencial coulombiano, e teriamos
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e poderiamos modificar o operador Laplaciano para o operador D’alembertiano
2 , 1 02 02 02 92 1 02
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Por conseguinte, n6s achariamos a seguinte equacao de operador
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operando com cada termo da funcéo de onda
Y =Y,y 2zt (2.12)

encontramos, por conseguinte, uma nova equacao de Schroedinger para o sistema
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Por conveniéncia, escreveremos a equacao (2.13) como
" YLy = ip ’ (2.14)
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Além disso, podemos escrevé-la dessa maneira
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Se v« c, a fungdo V(x',y’,z") é independente do tempo, entdo, pela técnica de
separacao de variaveis, existem solucfes para essa Ultima equacdo do tipo
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onde a autofuncdo y(x',y’, z") é uma solucdo da equacdo independente do tempo, mencionada

logo abaixo:
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3. A SEPARACAO DE VARIAVEIS

Ao mudarmos as coordenadas retangulares para coordenadas esféricas, teriamos a
seguinte equacdo da forca do potencial coulombiano
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Facamos, entéo,
Y(x',y',z') - ¥(r,0,¢9) = R(r)O(0)®(p)

Colocando as coordenadas esféricas em (2.17), nés achamos
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Realizando as derivages parciais, conseguimos reduzir para
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Por transposic¢do de termos, nds nos deparamos com
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Como o membro esquerdo dessa equacdo ndo depende de r ou 8, enquanto o direito ndo
depende de ¢, o valor comum de ambos ndo pode depender de nenhuma dessas variaveis. Por
conseguinte, o valor comum devera ser uma constante, a qual por conveniéncia nds



escolheremos —m?. Obtemos duas equagdes, escrevendo que cada um dos membros € igual a
essa constante
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Transpondo os termos, podemos escrever a segunda equagdo como

2ur? 1d ( 2dR) r?2 . 2ur? 1 d ( d(E)) m?
r - sen -

) - rar h2c2 "2 © " Osen6do sen2 g’

dr

h? Rdr do

Novamente temos uma equacgao cujo membro esquerdo ndo depende de 6, e, por sua vez, o
membro direito ndo depende da varidvel r; sendo assim, é dbvio que ambos os membros devem
ser iguais a uma constante. Por conveniéncia escreveremos essa constante como —I(l + 1).
Logo, igualando ambos os membros a —I(l + 1), teremos as seguintes equagdes
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4. A SOLUCAO DAS EQUACOES
Para a equacéo (3.2), podemos afirmar que ela tem uma solucéo particular
D(p) =™,
onde o nimero quéantico m; é dado por
lmy| = 0,1,2,3, ... (4.1)
O conjunto de fungdes que sdo solugdes aceitaveis para (3.2) sera
Do, () = €™, (4.2)

onde m; tem qualquer um dos valores inteiros especificados em (4.1). O nimero quantico m; é
utilizado como indice para identificar a forma especifica de uma solucgdo aceitavel.

Por sua vez, a equacéo (3.3) pode ser reescrita como
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cuja solucdo geral é



0(6) = c1P™[cos(8)] + ¢, Q"™ [cos(6)], (44)
onde P™(x) e Q" (x) séo as fungdes associadas de Legendre de primeira e segunda ordem.

Encontramos solugdes aceitaveis para (4.3) somente se a constante [ for igual a um dos
inteiros

l= |ml|) |ml| + 1; |ml| + 2! |ml| + 31 (45)

Portanto, as solugdes aceitaveis podem ser escritas como
O, (6) = sen!™! g p™/[cos ()], (4.6)

E, até o presente momento tudo esta de acordo com a cléssica teoria de Schroedinger.
Porém, a derradeira equagdo da secao anterior é diferente da equacgdo de Schroedinger, a qual é
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veja, por exemplo, [1].

A solugdo de (3.4) para as fungdes R(r) é semelhante ao usado para o potencial do
oscilador harménico simples. Podemos deduzir que sé existem soluces de estado ligado
aceitaveis (permanecem finitas) se a constante E (energia total) tiver um dos valores E,,, onde
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Nesta expressdo, 0 nimero quantico n é um dos inteiros
n=1+11+21+3,..

Substituindo (3.1) e (4.7) em (3.4), obtemos
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Agora, a equagdo anterior pode ser reescrita como
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cuja solucdo geral é
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logo, uma solucdo aceitavel é
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onde L}, (x) é o polindmio de Laguerre generalizado de grau n

n .
j
I _ it l)x_
h = /(21 )5 (4.11)
Jj=0
e 0 parametro a, vale
32m2ch3e’

Ag = .
e2u,/64m2c2h2n2el + e*Z>

(4.12)

Por conseguinte, temos a nossa autofuncdo de onda aceitavel, oriunda da equagéo de
Schroedinger que é
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