Structure de groupe abélien sur I'ensemble des colgs (6n - 1, 6n + 1)

Introduction.

Obijectifs : On se propose de munir I'ensemble des couples 18n + 1) d’'une structure algébrique a partir de
la génération d’une suite que I'on agrandit pouenly successivement un demi-groupe, un monoide énal
un groupe. Ces structures sont toutes abélienngegrebrphes respectivemeniNa, {0}, N etZ.

On définira d’abord un ensemble d’entiers dénomitésiombres a partir desquels on construira deplesu
(%,y) qui seront les membres de la classe d'égenad (6n - 1,6n + 1) pouraZ.

Etude.
Soit la suite(u;) ={1,4,3,8,5,12,7,16,9, .... } dont on extrait 2 sous-suites arithmétiqtg¥={1,3,5,7,9, ...}
et ;) ={4,8,12,16,20, .... } de raisons respectives 2 et 4.

En écrivant les éléments ¢e,) en ligne et en sommant tous les couples d’entiensécutifs et que I'on groupe
par paires, on obtient tous les couples (6n - & &hpour ne N \ {0}.

La suite(v;) ={—1,01,4,3 8,5,12,7,16,9, .... } permet d’obtenir tous les couples (6n - 1, 6n pdyr ne N.

La suite(w;) ={....,—5,—8 — 3,—4,—-1,01,4,3 8,5,12,7,16,9, .... } détermine tous les couples (6n - 1, 6n + 1)
pour ne Z.

A) Détermination des carrés.

On s'intéresse d’abord aux carbé;zsqui apparaissent dans I'un des membres des cof{fplesl, 6n + 1)

avec ne N et I'on cherchera a déterminer I'expression dexatentre eux ayant un antécédentians(v;)
avecp; = 0(16).

On trouve :

52 =16+9,

72 = 32+17,
112 = 80+41,
132 =112+57,
etc....

Ce sont les carrés des nombres 6n - 1 et 6n + 1 pou=> 1.
L'analyse des:l-2 montre que :

a)x{ =p; +4q

Tapez une équation ici.



etdoncx! =3q; -2 x{+2=3q; & x; Z 0(3).
Proposition : Pour tout = 1 alors sz = +1(6).
En effet, on ax{+ 2 =3q; et six} = —1(6) alors x/ + 2 = +1(6).
D'ou I'égalité: 3q; = 6u + 1.
Or g; est impair donc on aura :
32c+1)=6u+& 6(c—u)=-2 3(u—c) =1 égalité impossible daks
B) Généralisation.
On prend maintenant tous les nombBeg — 2 tels queg; = 1 etqj,; = q; + 8.
On poseM; = 3q; — 2
Alors les nombre®/; définissent une suite arithmétique de raison 2eef’ termeM, = 1.
Definition : Les nombresM; seront appelés des M — nombres

Classification des M — nombres

Les M — nombres se répartissent alors en 3 classes

- les nombres premiers,
- les nombres 6n+1 tels que (6n-1, 6n+1) est un ecdplhombres premiers jumeaux,
- les nombres composés a2 ou ab avectal (6) et k= +(6).

On s’occupera dans la suite de I'article que desnldmbres composés.
Définition : (x,y) ou (y,x) est appelé couple_ de M—nombres si
1) x=a.b,y=(a+2). (b+2) tel quea—1(6) etb = —1(6) ou
1) x=(a2).((b-2),y=a.b oa= +1(6) etb = +1(6),

2) xety sont des nombrés,
3) +(y—-x)=24k aveckN.

Définition : Cy est I'ensemble des couples (a . b, (a+2) . (belja+2) . (b+2), a . b) tels que
=-1(6) etb = —1(6).
Sur Cy, on définit :

- une loi de composition interne nofée associative et commutative,

- une relation d’équivalenc® pour obtenir 'ensemble quotielg“tM /ER

Tapez une équation ici.



Soit I'application surjective

C
s: Cy — M/ER
(1) @by @+2) . (b+2)) — (2 A2 pour 2 0,
2) (@+2) . (b+2), @;-b) +—  (=Q&EZEHD Qithiy o6 nc o,

2 2

Les éléments d&M /‘R seront notésof,B;) avecn; = —1(6), B; = +1(6) et B; - o; =2.
Les antécédents de;(B;) par s sont les couplesf - (12h) 2,3;* - (12h) 2)
outh=0,1,2,...,p E"—;] danslecas (1) et p[%] dans le cas (2).

La surjectivité de s entraine q@e, B;) est une classe d’équivalence de cardinal p+1

pour la relatiofR.

Définition de la loi F :

(oaf — (12h)2, B2 — (120))F (o — (12u)?, 7 — (12u)?) = (o — (1202, B — (12)?)
aveay = a; +a5 +1, By =B; +B; - 1.

Le couple ((-1)2,12) est le neutre pour la¥ei, il en résulte queCg;, +) est un monoide commutatif.

La loi de composition intern& surCy; induit alors la loi Fsur Cm /ER :

v (i, Bi), (a5, By)) € Cu /g}g x Cm /g}g NCHDHE (0, B)) = (o, Br) € Cn /gR

Soient les couple@? — (12h)?%, B2 — (12h)?), (o — (121)% BZ — (121)?),

(@@ — (12w)2, 7 — (12u)?) et («? — (120)% B? — (12n)2).

Comme(a? — (12h)2, B2 — (12h)?) = (a? — (123 B2 — (121)?) et

(of — (12w)?, B} — (12u) 2) = (of — (12n)%, B} — (12n)?)

La compatibilité def avecR entraine :

(af = (12h)?, Bf — (12h)%) F (of — (12w)?, B} — (12u) 2) est équivalent pak &

(a? — (12D)% B2 — (12)H)F (af — (12m)% B7 — (12n)?).
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D'ou il s'ensuit les égalités :
(of — (12D)% B7 — (12DHF (of — (12n)%, B} — (12n)*) = (o — (125)%, B — (125)?),

(af — (120)%, Bf — (12h)*) F (off — (12w)%, B} — (120)*) = (a — (120)%, Bf — (12D)%).

Ce qui améne a définir les homomorphismes :
¥ CwF) — (N+)

(af — (12h)%, 7 — (12)*) — Bf —of,

©: (Cm /‘R z ) — (N4)

(o, Bi) = Biz - O(iz-

tels quep est une bijection e = @os.

En outre, les relatior(&ci_ﬁi)f-( a;, B5) = (o, Br), o =a;+a;+1  efy=p; + B — 1 induisent :

a) La décomposition déoy, By) en[%] sommes de 2 couples,

b) Les égalités suivantes :
(11,13) = (5,% (5.7),
(17,19) = (5,7 (11,13),
(23,25) = (5,7 (17,19)

Etc...
Relation d'ordre < sur (€M /g F ).

Définition : (o; B;) < (@, B;) i et seulement sk j.

Conclusions :

(CM /2R , <) est un ensemble totalement ordonné,

(Cu /ER' %) est un groupe abélien d'élément neutre (-1,1).
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Développements envisagés.

- Définition d'une loi externex sur oM /‘R induite parF,
- Relation avec des triangles particuliers assoai&auplesa; ),
- Construction d’'une suite croissante, convergerdsméde paé et de terme initial 1 obtenue par

la conjugaison des propriétés des triangles et deultiplicationx ,
- Caractérisation des couples de nombres premiemsguriy;, ;) a partir de leurs antécédents.

Tableau des M - nombres composés et de leurs images s.

25=5 —5
49=72 —7
121 =11>— 11
145 =5.29—- 17
169 = 132+— 13
217=73119
265 =5.53— 29
289 =174%- 17
361 =194 19
385=7.55— 31
=11.35— 23
=577 41
481 =13.3% 25
505 =5.10}%- 53
529 = 23%4%— 23
553 =7.79— 43
625 = 254— 25
=5.125— 65
649 = 11.59— 35
697 =17.41— 29
721 =7.103— 55
745 =5.149- 77

793 =13.61%— 37
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817 =19.43— 31

841 = 293> 29

865 =5.173— 89

889 =7.12%> 67

913 =11.83— 47

961 = 314> 31

985 =5.19%4- 101

1057 =7.153— 79

1081 = 23.4/ 35

1105 =5.223— 113

=13.85— 49

=17.65— 41

1177 =11.10% 59

1225 = 35% 35

=7.175- 91

=25.49— 37

1273 =19.6/ 43

1345 = 5.269— 137

1369 = 373> 37

1393 =7.19%9- 103

1417 = 13.109- 61

1441 =11131 71

1465 = 5.293— 149

1513 =17.89— 53

1537 = 29.53— 41

1561 =7.223— 115

1585 =5.31/ 161

1609 = 23.74> 47 ...
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