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2 CONCEITOS

2.1 A Equacao de Navier-Stokes

(LANDAU: LIFSHITZ, |1959)), (LADYZHENSKAYA ), (A.,|1993)), (V.L, 1998))
Aplicando o principio fundamental da dindmica newtoniana a um element
OV arbitrério de um fluido continuum de matéria que flui numa regido de um
referencial inercial, sendo 7 o vetor posi¢do do centro de massa do elemento
de fluido, p o campo escalar de densidade no fluido, V a velocidade do centro
de massa do elemento de fluido considerado, f a aceleracdo de campo externo
(por exemplo, da gravidade), d(8V) a superficie do elemento considerado,
p o campo de pressdo, /i a normal exterior a um elemento infinitesimal de
superficie dS da superficie d(6V) de érea S englobando 8V, I o tensor de
efeitos de viscosidade (ficando tacito o carater viscoso), temosE]

/prtvdV /prtdeJr]{ ﬁdSJrf I'-7Ads.
2.1

Seja k = §; 5y pidS, donde:

75:72(8‘/) (pi) -AdS, Vv s cte,

:/S'Vv(pi)dvz/évi-(%p)dvzi- 5 (Vp)av.

z:/é‘v (Vp)av,

ball

1

que substituido em (2.1), e com a aplicagdo do Teorema de Gauss também a

Elemento de fluido ainda nio necessariamente infinitesimal.

2A rigor, [y p(F0)¥dV =[5y p(Ft)fdV + $35v) T - 7dS, onde T é um tensor a
ser determinado. Na hipétese de isotropia, temos Ty = Ty, = T, = —p .. Tij =
—p&i; + Tyj.  Assim, [5,p(R0)¥dV = [5,p(F1)fdV + $aov) (—p1+T) - AdS, onde 1
é a matriz identidade. = Representando a matriz identidade pela diada X% + §9 + 22
e utilizando-se da algebra tensorial que define o produto diddico AB de dois ve-
tores A e B atuando sobre um terceiro vetor C de um espago vetorial como sendo
(AB)-C=A(B-C), temos [5, p(7,1)VdV = [5,p(F,1)fdV + $35v) (—p (£E+ 99 +22) +T) -
idS =[5y p(F.1)FAV + fy 5y, (—p (5 (%-2) + 9 (9-A) +2(2-7)) +T-2)dS =[5y p(F1) AV +
$a(ov) P (—1)dS+ $35v) T 7idS, que € a equagdo (2.1).



integral de I', fornece:

/évpﬁdV:/(svpde—/(sv (ﬁp)dv+/(5v (Vr)dv.-.

— —

/(W [p(_r',t)\_}'fp(?,t)f+Vp(?,t)fV'F} dv =0. 2.2)

Como &V € arbitrario, facamos que seja infinitesimalmente arbitrdrio de
modo a conter exatamente um elemento infinitesimal qualquer de fluido,
donde V torna-se a aceleragio do préprio elemento inﬁnitesima e donde:

p¥—pf+Vp—V.-I'=0, (2.3)

sendo V a velocidade de um ponto arbitrario do fluido.

Analisemos o tensor de tensdes mais geral que fornece a forca
por unidade de area de um e-lemento de fluido infinitesimal, tensorE]
T;j = —p&;; +T'ij, quanto a simetria. Os efeitos viscosos estardo relaciona-
dos a I', pois os efeitos do tensor —pl ndo sdo tangenciais, mas normais.
Modelando os efeitos viscosos como sendo de primeira ordem, temos que
a dfada (V);; = dv;/dx; conterd todas as variagdes de primeira orde
Assim, os efeitos viscosos serdo impostos como oriundos de VV. Investigue-
mos, primeiramente, a parte anti-simétrica de Vv. Um tensor anti-simétrico
tem trés e somente trés componentes independentes, assim como um vetor,
de modo que se pode obter tal tensor anti-simétrico de um vetor através de
alguma relagio conveniente entre eles. Designemos por @ tal vetor e impon-
hamos a relagdo (VV), -l = @ x ii, onde (VV), é a parte anti-simétrica de Vv
€ i um vetor arbitrario. Obtemos @ = (6 X \7) /2. Em particular, para dois

pontos do fluido com vetor posi¢do relativa 07, temos (VV), - 67 = @ x J7,
donde vemos que o tensor (V¥),, seleciona as partes das diferencas de veloci-

30Obviamente a passagem da equacdo (2.2) a (2.3) é legitima mesmo que 8V nio seja in-
finitesimal, porém isso ndo é interessante, pois ainda teriamos um sistema de particulas e ¥ ndo
seria a aceleragdo de OV, i.e., ainda seria a de seu centro de massa.

4Vide nota de rodapé 2.

SLembremos que os efeitos viscosos sdo modelados como sendo oriundos de movimentos
relativos entre 1dminas de fluido. Assim, em primeira ordem, o tensor de viscosidade ¢ modelado
como dependente da taxa de variacdo da velocidade ao passarmos de uma lamina de fluido a
outra, donde a diada (V¥);; conterd todas as variagdes possiveis. Num fluido em repouso os
efeitos tangenciais de movimento relativo entre laminas elementares de fluido cessam, donde
persistem somente efeitos normais, fato este que nos inclinou a desprezar —pd;; do tensor de
viscosidade.



dade entre os dois pontos de posicéo relativa 7 referidos que correspondem
auma rotacdo rigida em torno do ponto que foi tomado como origem do vetor

67 com velocidade angular @ = (6 X 17) /2. Assim, a parte anti-simétrica da

diada Vv sempre serd diferente de zero quando houver rotagdo em um fluido,
sendo, portanto, um efeito de viscosidade sempre presente caso se considere
a parte anti-simétrica da diada. Porém, num caso de rotacdo pura de um
fluido, ndo pode haver efeito viscoso, dada a inexisténcia de movimento
tangencial relativo entre camadas de fluido adjacentes. Conclui-se que se
deve desprezar a parte anti-simétrica da diada Vv, restando a parte simétrica.
Como os efeitos normais dados por —pl também tem tensor simétrico, o
tensor T = —p1 4T deve ser simétrico. Como o traco de um tensor é um
invariante por transformacdes de coordenadaﬂ podemos decompor a parte
simétrica da diada VV, numa soma de um tensor simétrico de trago nulo
(V¥),, com um tensor (VV),. a ser determinad(ﬂ Notemos que se subtrairmos
(1/3)Tr(Vv), = (1/3)V-¥ de cada componente da diagonal de (W), o
que equivale a subtrair o tensor (V¥), = (1/3)Tr(VV),1 = (1/3)V - ¥1,
temos que o tensor resultante (VV),, serd de tragco nulo. Assim, temos a
¢é a decomposi¢io mais geral°|da parte simétrica de V¥, pois, sendo essa parte
simétrica a responsavel pelos efeitos viscosos totais, como vimos anterior-
mente, e notando que o efeito viscoso de (V¥), = (1/3) V 71 é claramente
divergente, temos que, se subtraido de (VV) ,» fornecera o efeito exclusiva-
mente cisalhante tangencial dado por (VV),,. Note-se que tal efeito viscoso
divergente dado por (VV), somente aparece em fluidos compressiveis, i.e.,

decomposigdo (VV),, = (V\?‘, —(1/3) V -¥1. Fisicamente, notamos que essa

quando V-V # 0. Dado o exposto, temos que I' deve ser escrito como a
combinagdo dos efeitos viscosos de compressibilidade e de cisalhamento,
ie.

60 trago de um tensor tridimensional T é dado por Tr(T) = Z?: 1 Tii. Assim, sejam a;; as
componentes do tensor de transformagdo de um sistema de coordenadas tridimensional para
outro. Assim, Tr(T) = Z?Zl Z?.l:l aﬁalir;l = Z?.l:l [):?:l aj,-ali} T//, = Zil:l T;[S'l = ):3:1 Tj/,

7Essa idéia estd sendo posta apés consideragdes fisicas. Para uma dedugio detalhada, vide
http://vixra.org/pdf/1112.0069v3.pdf.

8Imaginemos a deformagio de uma massa fluida densa e viscosa por nossas mios. Tal
deformacédo dar-se-d, ou ndo, quando aplicarmos for¢as normais e/ou tangenciais a massa flu-
ida. A massa fluida pode expandir-se, caso de compressibilidade, donde deve aparecer termo
no tensor mais geral de viscosidade que dependa do divergente do campo de velocidades, termo
esse associado exclusivamente a efeitos de compressibilidade. Assim, os termos restantes que
ndo se associam ao divergente do campo estariam exclusivamente relacionados a efeitos de cisal-
hamento puro sem compressao.



I =o(VV),+B(VV), =« {(Vﬁ)s - %% : v1] +E V-7, (2.4)

onde a e { = 3/3 sdo coeficientes a determinar. Apliquemos a equagéo (2.4)
ao caso particular de um escoamento planar de um fluido incompressivel, com
campo de velocidades das camadas planares paralelo ao eixo x e camadas
planares de fluido com normal j. Somente a componente x de V ndo serd nula.
V.¥=0, por incompressibilidade. Vé-se facilmente que as Gnicas compo-
nentes de I' que ndo se anulam sdo ' =Ty = (1/2) 8vx/3y Entdo, a
forca cisalhante dF atuante num elemento infinitesimal de drea ds = dasyé
dada por:

1 9
dF =T . dS—fa&dSA (2.5)
dy

A equacdo (2.5) é exatamente a lei de Newton da viscosidade que define a
viscosidade dindmica 1, quando tomamosﬂ a =2n em (2.5). Escrevendo
a expressdo para a parte simétrica de um tensor em (2.4), ie., (V¥), =
(172) (V¥4 (VV)"), e a@ =21 em (2.4), temos:

25 o
L=n VV+(V17)’—§V-\71 +¢ V-9l (2.6)

Assim, em termos de componentes, temos que o tensor de viscosidade mais
geral I', dado pela equacdo (2.6), que fornece a forca viscosa por unidade de

9Nio seria o sinal negativo necessdrio pois a forga cisalhante se opde ao gradiente de ve-
locidade? Primeiramente devemos definir se queremos medir a forca externamente a dsS, i.e.,
a forca que a camada de fluido externa adjacente exerce no elemento de drea ydS, lembrando
que y é normal exterior, ou se queremos medir a for¢a internamente a dS, também dita através
de dS, a for¢a que a camada de fluido interna adjacente exerce no elemento de drea ydS. No
primeiro caso, a constante deve ter sinal positivo, pois basta lembrarmos que para o caso de um
fluido viscoso newtoniano entre duas placas paralelas em que a placa superior é puxada para
direita (X) com velocidade constante € em que um agente externo exerce uma forca dF para a
direita, a superficie ydS em contato com a placa superior recebe uma ac@o desta placa exata-
mente igual a dF, sendo esta a forca que se considera na definiciio de fluido viscoso newtoniano
dF = Ndvy/dydS%, i.e., a forga que um agente externo exerce serd tdo mais intensa quanto maior
o gradiente de velocidade, donde é clara a necessidade do sinal positivo. Num volume encerrado
por uma superficie, medimos a forca que os elementos de fluido externos ao volume exercem na
superficie englobando o volume, situa¢@o andloga ao caso do primeiro caso. No segundo caso,
obviamente a forga exercida serd a reacdo —dF, contrapondo-se viscosamente a0 movimento
da placa. Deixando claro que estaremos calculando efeito externo sobre superficies de normal
exterior, entende-se por que adotaremos o sinal positivo na lei de viscosidade de Newton.



area que os elementos externos a um volume de fluido exercem na superficie
que engloba este volume, é dado por:

(L 25 9 s VA
l—‘lk - 77 <an + axi 3 6lk axl> + C5lk 8)(}1 ) (27)

onde M e { sdo coeficientes independentes da velocidade. Num caso mais
geral, poderfamos supor 7 e { tensoriais, mas estamos supondo isotropia.
Reescrevendo a equagdo (2.3) em termos de componentes, temos:
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(2.8)

Os coeficientes de viscosidade 1 e { sdo, em geral, fungdes da pressdo e da
temperatura. Supondo que sejam constantes, reescrevemos (2.8):

ap 0%v; d (Jdv
TPty afﬂw(m)+

2 d 8v;L d av,l o
*ﬂwﬁwﬂ‘%m@m)‘
sendo, pois, que podemos reescrever, dados os indices mudos:
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que posto sob a forma vetorial fornece:
. L o o 1 o /o o
pV—pf+Vp—nVii— <3n+C>V(V~17)_0. 2.9

Supondo o fluido incompressivel, temos V.¥= 0, donde obtemos a forma
da equacdo de Navier-Stokes que utilizaremos aqui, estando implicitas as
hipéteses sobre o fluido que anteriormente impusemos: isotropia, decorrendo
a constancia da viscosidade, e incompressibilidade. Portanto:

—

pV—pf+Vp—nV*¥=0. (2.10)

2.2 O Referencial da Esfera em Queda

Ao obtermos a equacgdo (2.10), foi suposto o escoamento do fluido em
referencial inercial.

Suponhamos, agora, o espaco tridimensional totalmente preenchido
com um fluido definido pelas grandezas anteriormente mencionadas na
equacdo (2.10). Em tal espago hd um campo de aceleracdo g constante em
cada ponto e que independe da presenca do fluido, i.e., se retirarmos o fluido
de uma certa porc¢ao do espago, verificaremos que um corpo ideal puntiforme
abandonado em tal por¢do do espaco estard cinematicamente acelerado de g.
Definamos, entdo, a vertical ascendente pelo versor é; = —g/|g|. Tomemos
uma origem na reta suporte de é, e definamos um plano xy ortogonal a é,
o qual denominaremos chdo, e que passe pela origem. Seja, agora, uma
esfera de massa m, raio R e densidade p’, com centro O’ a uma distincia
vertical & do chdo e em repouso em relagdo ao chdo. Pode haver, entdo,
um vinculo que segura a esfera para que ndo “caia” em direcdo ao chdo,
suposto vinculo que supostamente nao perturba em nada a condigdo de
total repouso dos elementos do fluido circundante, sendo o suposto vinculo
independente do fluido e de g, podendo, ainda, ser nulo o suposto vinculo.
Retira-se o vinculo. Nesse instante, se ndo houvesse o campo g e o fluido, a
esfera permaneceria em repouso em relacdo ao chdo no sistema xyz, sendo,
entdo, que, como andlise andloga com condi¢ao inicial da esfera executando
movimento retilineo uniforme, em vez de repouso, no referencial do chao,
permite concluir que na auséncia do vinculo, do fluido e do campo g, a
esfera permaneceria executando movimento retilineo uniforme, € inercial



esse sistema na auséncia de g, do fluido e do vinculo, reiteramo

A dindmica de queda da esfera pode, entdo, ser resolvida se soubermos
a forga devida ao fluido na esfera, dado que a outra forca é devida ao campo
g que conhecemos e, obviamente, no escopo classico, a massa m da esfera.

Para determinarmos a for¢a devida ao fluido, temos de resolver a
equacdo (2.10) para o caso do escoamento de um fluido numa regiao onde
vale o principio da inércia, com campo externo f, sendo, pois, que devem
ser dadas as condi¢des de contorno na superficie da esfera. Sao exatamente
as condi¢des de contorno na superficie da esfera que caracterizardo o movi-
mento da mesma no fluido.

Se h(t) for a cota (altura) z do centro da esfera, em ndo havendo
rotacdo da esfera, o movimento da esfera serd vertical descendente sendo
que, como todos os pontos do fluido na superficie da esfera ficam aderi-
dos a ela pela condi¢do de ndo-escorregamento nos escoamentos Vis-
cosos, todos os pontos do fluido na superficie da esfera terdo a velocidade
V(0 esfera) = h(t)é,. No infinito, os elementos do fluido estardo suposta-
mente ndo-perturbados, onde o nosso problema, no referencial xyz é o de
resolver:

p\'}'—pg’—&—%p—n%zﬁ:()‘, V.5=0;
o . (2.11)

lim V=0, V(desfera) = h(t)é. (ndo-escorregamento).

Infelizmente, o referencial xyz ndo tem a conveniéncia do referencial atado a
esfera, dado que neste podemos utilizar as coordenadas polares planas com
centro no centro da esfera, dada a simetria axial z que nos permite tratar o
problema no plano, i.e., ainda que possamos tratar o problema no plano no

10Ta] explanagdo que aqui se faz pode parecer desnecessaria. Porém, o que se quer enfatizar
é que a equacdo de Navier-Stokes deve ser tomada num referencial inercial, sendo o campo
gravitacional tratado como campo externo ao fluido e atuante numa regido onde vale o principio
da inércia na auséncia do fluido e do campo. A suposta existéncia de um vinculo, ventilada
algumas linhas acima, serve tdo somente para enfatizar que o referencial tomado como inercial
certamente o serd na presencga do fluido e do campo g se tal vinculo for nulo em toda parte, o
que serd verdade no caso da auséncia do campo g e do fluido, dado que o caso em que g e os
efeitos aceleradores do fluido se cancelam em toda parte necessita do campo e do fluido para se
definir o referencial como inercial, caso de situa¢do particular, o que obviamente € incompativel
a uma generalizagdo em se adotar sempre um referencial inercial para a aplicacdo da equagdo de
Navier-Stokes. Assim, o referencial adotado para a aplicacdo da equacdo de (2.10) € aquele livre
de campos efetivos e do fluido, caso contrdrio, incorporam-se, como veremos em seguida, todos
os campos existentes na auséncia de fluido ao campo f na equagdo (2.10).



referencial xyz, é conveniente trati-lo em coordenadas polares planas com
centro no centro da esfera, pelo que se vislumbra ser necessario a posterior
integracdo na superficie esférica para a determinag¢do da forca de arrastﬂ
viscoso. Porém, no referencial atado a esfera, teremos forca de inércia, pois
o mesmo estard acelerado em relagdo ao referencial inercial do chao. Na
esteira do que foi explanado na nota de rodapé 10, poderiamos cogitar a im-
possibilidade de se tratar a aceleracdo de referencial ndo-inercial que aparece
no referencial atado a esfera como equivalente a um campo gravitacional, dig-
amos gy, a ser incorporado a f na equagdo (2.10), dado que tal efeito inexiste
na auséncia de fluido, pois o referencial atado a esfera estaria em queda livre
(portanto, com gy = 0), sendo, assim, que go ndo seria independente do fluido.
Um observador em tal referencial teria de localizar uma regido sem fluido (o
interior da esfera) e medir o campo gravitacional local gy com uma balanga.
Concluiria que em regido de seu referencial onde ha auséncia de fluido existe
um campo go que, se inexistente, traria o seu referencial ao starus de inercial.
A questdo a ser respondida é se tal campo € realmente ficticio de referen-
cial ndo-inercial, caso em que ndo poderia ser oriundo de efeitos locais de
vizinhanga, ou seja, associado a corpos nas vizinhangas, situacdo em que tal
campo seria independente do fluido, ou se tal campo ¢é realmente dependente
do fluido, caso em que ndo poderia ser tratado como campo eminentemente
externo. Claramente, o referencial atado a esfera estard acelerado em relagao
ao referencial do chio, este inercial, sendo, portanto, aquele, ndo-inercial.
Se imaginarmos uma mirfade de réguas ideais rigidas todas conectanto os
pontos do espago em repouso no referencial em queda, inclusive para os pon-
tos externos ao interior da esfera onde se fez o laboratério de observacdes,
portanto adentrando o fluido, teremos que todos eles cairdo exatamente da
mesma maneira em relagdo ao chio, i.e., com a mesma aceleracdo, donde
o efeito ndo-inercial de se estar acelerado em relacdo ao referencial inercial
do solo serd o mesmo em todos esses pontos. Assim, tal efeito ¢ um efeito
de contorno e independe da presenga local do fluido, donde, na equagdo in-
finitesimal (2.10), tal campo deve ser realmente tratado como independente de
presencga local do fluido. Conforme veremos em seguida, essa interpretacdo é
realmente correta. Do ponto de vista do fluido, o efeito de se ter uma condicio
de contorno € externa ao fluido, i.e., a fronteira da esfera é imposta externa-
mente ao fluido, sendo decorrente de tal fronteira a forca de arrasto sobre a
esfera, do que decorre a aceleragdo do referencial em queda em relacido ao
referencial inercial do chdo, do que decorre o efeito global de todos os pon-

10 que denominamos forca de arrasto também contém a forca de empuxo hidrosttico, como
demonstraremos mais adiante. Porém, isso ndo nos causard nenhuma dificuldade.



tos da mirfade de réguas cairem da mesma forma em relacio ao chio, donde,
finalmente, o efeito inercial decorre de condi¢do externa imposta a presenca
global do fluido, devendo, portanto, ser descrito por f (efeito externo ao flu-
ido) na equagdo (2.10) no referencial da esfera em queda. Assim, parece,
heuristicamente, que para escrever a equagao de Navier-Stokes no referencial
da esfera em queda devemos determinar o campo equivalente a aceleracdo de
referencial ndo-inercial e colocd-lo na equacdo (2.10) no lugar de f, como
fizemos com g no referencial xyz. Mostremos que, tanto heuristica quanto
rigorosamente, essa € a interpretagdo que deve ser dada a aceleracio de refer-
encial ndo-inercial que aparece no referencial da esfera em queda e, também,
que tal aceleracdo € externa as presencas locais de fluido no referencial ndo-
inercial atado a esfera.

Para determinarmos o campo de inércia, fagamos um experimento
imagindrio e comprovemos posteriormente a veracidade do resultado obtido.
Tal experimento segue das idéias heuristicas explanadas anteriormente. Uma
nota para o termo campo de inércia que, mesmo que possa ser abusivo quanto
ao jargdo, serd utilizado deliberadamente como sindnimo de acelera¢do que
aparece no re-ferencial em queda como conseqiiéncia de estar acelerado em
relagdo a um referencial inercial, i.e., em relacdo ao chao.

e Na figura ao lado, a esfera de massa
o m tem uma balanga de massa desprezivel em
seu interior que mede a forca normal que o
”chao” da esfera faz na massa de prova my.
-~ Isolando o sistema composto pelas massas
E m -+ my, temos:
(m + mo) h(t)éz = ﬁd/rag +(m+mo)g ..
k(1Y)
mﬂ z
r !
g h(t)e, = —__ 1 g (2.12)
mo Lox (m+mo)
ag
x Ja, isolando a massa de prova my, temos:
_ N
Figura 1: Esfera em queda moh(t)é, = N +mog = h(t)é, = nTO +3,
(2.13)

onde N € a reacdo normal, com versor é;, cujo médulo € medido pela balanca.



De (2.12) e (2.13), temos:

Fd/rag + g _ E n g N E _ Fd/rag _ Fdrag + 6ﬁdrag (WlO)
(m+mgp) mo mo  (m+mg) (m—+mg) ’

donde o campo gravitacional no interior da esfera, gy, é definido e dado por:

. N Firag + 6 Figras (m F,
go — lim — - — _ Pdrag drag( O) __ drag, (2'14)
mp—0 mgy  my—0 (m + mo) m

onde F’dmg ¢ a forca de arrasto viscoso original, sem a massa de prova, e
6ﬁdrag (my) é o incremento a forga de arrasto original - por termos considerado
a presenca interna da massa de prova my.

Substistituindo o campo externo dado por (2.14) na equagdo (2.10)
para f, temos a equagdo de Navier-Stokes no referencial atado a esfera:

. - - . F, - - .
p/vl _p/g»o +V’pl - nlvl2‘7»/ _ PIVI “!‘P/ﬂ —|—V/p/ o n/v/ZV/ =0, (2.15)
m

onde as linhas denotam as medidas feitas no referencial atado a esfera.

Para demonstrar que a heuristica que levou a equagdo (2.15) estd
realmente correta, tomemos os referenciais S (inercial) e S’ (nfo-inercial),
conforme esquematizado abaixo e o escoamento do fluido numa regido R,
sendo P a localizag¢do de um ponto do fluido:

Temos que:
F=h+7,
F=h+7 . (2.16)
Pt
o2 0 3 3 0x, 0 ox, @
V= bi— — & Tk 2 _Vp. Tk~
J;’axj j;’,;ax,&x;( L j

Figura 2: Escoamento
do fluido numa regido

R.



De (2.16), temos que:

(2.17) p) p)

v (= hy) = (2.18)
]X;, 7 9x; ox,

No nosso casﬂ temos, para o sistema atado a esfera, digamos S’ = x'y'7,
com origem no centro da esfera, que: h; = h;(t) e &;//é’, sendo entdo, por
(2.18), que:

I e ) o
V=Ll ) 5 =X aG 5y L /‘S’Va L fax
Js - Jik

vV=V. (2.19)
No sistema S = xyz, a equacdo (2.10), € dada por:
p¥—pg+Vp—nV3i=0,
que, pelas equacdes (2.16) e (2.19), é reescrita:
p (?z+v*’) —pE+Vp-—nV? (?zH“) —0=
=p (fH—V’) —pg+V'p—nV"? (;l(l) +\7’) 0=
= ph+pV — pg+V'p—nV' =0. (2.20)

Sendo p, p e M escalares, sdo invariantes por transformacgdes de coorde-
nada: temos:

1205 pontos representam diferenciagdes ordindrias em relagio ao tempo do ponto de vista do
referencial inercial do chdo (S). Porém, como os versores dos dois sistemas de coordenadas de
nosso problema, os sistemas atado ao chdo (S) e atado a esfera ('), mantém-se paralelos, temos
que ndo haverd variacdo destes versores, donde as diferenciacdes terdo o mesmo significado
fisico nos dois sistemas, quando aplicadas a mesma grandezal vetorial que utilize esses versores
como base num dos sistemas. Por exemplo (d/dt)s?/ = (d/dt)g (¥, +y’é;. +78) =i+
y e +ze +xe +ye +ze —xe +ye +ze (d/dt)slr/

13Lernbremos que a hipétese de isotropia nos permite que escrevamos 1;; = 18;j, pij = p6, s
pij = —p&;j. Tais tensores sdo invariantes por transformagdo de coordenadas. De fato, p!; ;=
Yiianajpu = iy aiaji(—p)dy = —pYagaj = —pd;j = —p'8;;, donde p = p’. O mesmo
raciocinio se aplicaa p ean.



= p'htp'V —p'F+V p — 'V =0. 221)

A segunda lei de Newton aplicada a esfera de massa m fornece, no referencial
S =xyz:

- s F
(2-21’):{ mh = Fyag +mg = h = i:gjtg’,

que, substituido em (2.20), fornece:

/ F drag
m

P 4 p'g+pV —p'g+ VP — 'V =0

. F =} = —
p/v+p/%+vp/_n/v/2‘—}4:0’

que € exatamente a equacgdo (2.15) obtida heuristicamente.

Ficando técito entdo que passamos para o referencial da esfera, onde,
abandonando as linhas na equagdo (2.15) e tendo em vista as condi¢des
de contorno limp .,V = —h(1)é, e V' (desfera) = 0, temos o problema
matematico:

. F S - L o -

PV p Y L V) V=0, V.7=0;
m

(2.22)

lim ¥ = —h(t)e,, V(desfera) =0 (ndo-escorregamento).

[F|—ee

2.3 Analise, Heuristica e Dificuldades na Solucdo da Equacio de
Navier-Stokes

Nesta secdo, exploraremos fisica e matematicamente a solugcdo da
equagdo (2.22) para o calculo da forca de arrasto que o fluido faz na esfera.
Encontraremos sérios problemas, ja de pronto, relacionados a ndo-linearidade
da equacao de Navier-Stokes. Investigaremos sob quais condi¢des podemos
tratar a equagdo (2.22) como linear. Dentro das condi¢des de validade do



principio de superposi¢do, i.e., na validade de linearidade de (2.22), propore-
mos solugdo que superponha modos de Fourier em representacdo integral de
maneira a descrever o movimento real da esfera em queda como superposicio
de oscilagdes da mesma dentro do fluido. Determina-se, também para esta
secdo, a expressdo geral para o cdlculo da forca de arrasto, utilizando-se vol-
ume de controle indeformdvel, dado que utilizaremos a expressdo geral no
caso particular de lineridade aqui nesta se¢do tratado e, também, na aplicagdo
principal que faremos quando da analise posterior sobre crise do arrasto (ob-
jeto principal deste trabalho). Veremos que as condigdes de validade da lin-
earidade de (2.22) nos levardo a necessidade de baixos niimeros de Reynolds,
grandeza a ser definida. Porém, a expressao obtida para a forca de arrasto
ainda serd mais geral que a de Stokes, pois ndo imporemos regime esta-
ciondrio. Enfim, a investigacdo que aqui faremos € tdo somente para que
ganhemos alguma heuristica sobre a dindmica que surge, e suas implicagdes,
da equagdo (2.22), no nosso problema de queda da esfera, ainda que as
informagdes oriundas estejam vinculadas a validade de linearidade.

Suponhamos que estejamos num caso geral de regime transitério em
que o campo de velocidades dependerd também do tempo enquanto nio
atingido o estaciondrio, sendo que este estaciondrio pode ser atingido de
forma arbitraria quanto ao tempo, i.e., rapida ou lentamente. Nesse regime
transitério, denotaremos o campo de velocidades na equagdo (2.22) pon{]z]
U(¥,1), onde 7 € o vetor posi¢do de um ponto do fluido no referencial da es-
fera em queda. Colocaremos também um indice 0 nas demais grandezas que
devem ser diferentemente notadas neste caso particular, conforme facilmente
se depreende abaixo. Temos que:

-, d - 3 -
UFt)=—U(71) = ijax‘U(?,t) +=U (F,t) =
J

14Tal diferenca de notacdo pois tal campo deverd depois se amoldar s condi¢es que deter-
minaremos para que (2.22) seja tratada como linear, i.e., queremos evidenciar o cardter particular
que nesta segdo daremos.



donde reescrevemos na equacio (2.22):

P

el 9 o - I
P [U (r7t)~V} U (7,t) —l—pEU(nt) + %Fc?rag +Vpo—nV2U (7,1) = 0.

(2.23)

Como a forga de arrasto Fd(iag no regime transitério, assim como em

todo o regime, estard direcionada ao longo de é;, com sentido ascendente,
. ~ _’() _ 0 A

podemos considerd-la como deg = degeZ em (2.23).

Entao, o rotacional da for¢a de arrasto no regime transitorio é:
vy 20 _ (5 A N 0 4
VX Fy = (Va4 6,V +2.V,) x (Fdragez)
o0 _/a ~ 0 ~ ~ 0 n o 0
V% Fdrag - (ex X eZ) VXFdrag + (ey x eZ) V)’Fdrag + (eZ X eZ) VZFdrag’

que é claramente nulo, dado que se F(?rag depender da posicdo, assim o fard
somente em relag@o a cota z (lembremos que, por hipétese, a esfera deslocar-
se-a segundo a vertical).

Entdo, tomando o rotacional em ambos os lados de (2.23), e lem-
brando que um campo gradiente € irrotacional, temos:

Seja o nimero de Reynolds Re = 2RU (7,t) p /1 no regime transitério,
onde 2R € o didmetro da esfera. Tomando as dimensdes tipicas, temos que o

termo V x [(U (7,1) 6) U (?,t)} terd médulo da ordem de U2/ (2R)>.
Ji o termo (1/p)V?2 [6 x U (?,t)] , terd moédulo da ordem de

nu/ [p (2R)3] , donde:



/o) ¥ W <00 LNU/PCRY  m 1
’?x[( V) OE0]| v R “2RpU _ Re’

(2.25)

Entdo, vemos que para pequenos valores do nimero de Reynolds
(Re << 1), podemos desprezar o primeiro termo de (2.24), frente ao terceiro,
€ reescrever:

2 [xun)]- SV [Vxd@n] =0, (2.26)

0 que serd claramente valido num regime transitério com baixo nimero de
Reynolds.
Sera somente esse o caso? Poderemos desprezar o termo ndo-linear,

V x [((7 (?,t)~§)U(?,t)}, somente se o regime transitdrio estiver na
condicdo Re << 1? Investiguemos mais o assunto. Para tal, suponhamos
verdadeira a equagdo (2.26):

aaz (V x U) ZW (% X U) . 2.27)

A equagdo (2.27) é a conhecida equagdo da condugdo do calor para VxU.

i(k7-ar)

Tomando solugdes de (2.27) na forma VxU= soe , com 5y = cfe, e

substituindo em (2.27), temos:

n

7iw§06i(ﬁ-?7w1) — g i(k7F—ar)

. 1/2
eofreivi() o2

Para calcularmos as raizes de i, i.e., Vi, facamos Vi=a +iB; a, B eR.
Entao, temos:

= (a+if)’ = o? +2iaf — B .



{ a’—B%=0;
208 =1.

Dado isso, temos:

1)’ 1 4do*—1

2 2

a'—(—) =0=a"—-—=—-—=0
<2a> 402 4a?

4ot =1=a*=1/4= o> =+1/2.

Como a € R, temos:
a?=1/2=0=+V2/2..

ﬁzizill:iﬁ,_
20 2.2 2
\ﬂe{zﬂz,—z—lz},

e a equagao (2.28) torna-se:

k= (”;") . (i\f (1 +i)> = +(1+i) <gg’> " (2.29)

Seja 2. o versor de onda da solucdo proposta para V x U na equagao
(2.27), lembrando que estamos determinando as condi¢des para a validade
da retirada do primeiro termo nao-linear da equagdo (2.24) para o regime
transitério. Assim, dado o exposto, temos:

VX — E»Oei(i(Pw/zn)1/2(14‘1')%7—“") = Lilpw/2n)' PArE(pw/2n) Pl i—ior |

= 5pe
¥ x U = et 0o/ ar i o/ Parvar) (2.30)

Notemos que:
¥ x f/‘ — spe(P@/2)' AT 2.31)

donde vemos que devemos tomar o sinal negativo, dado que teriamos um



rotacional de médulo infinito no infinito.

A andlise qualitativa que se torna importante aqui € a de que a vorti-
cidade, VxU , decai em regimes em que a equagdo (2.27) € valida, ou seja,
quando desprezamos o termo ndo-linear na equacao (2.24). A principio, isso
pode ocorrer independentemente do nimero de Reynolds, desde que (2.27)
seja valida. Continuemos a anélise.

Sabemos que a distincia 0 na qual a amplitude de uma onda cai de um
fator e é chamada de profundidade de penetracdo da onda. Entdo, de (2.31),
temos:

[oJ0)

Entdo, do exposto, vemos que podemos fazer uma anélise qualitativa
referente a equagdo (2.27) sobre a vorticidade, donde concluimos haver um
decrescimento exponencial da vorticidade quando penetramos para o interior
do fluido, reiterando, mais uma vez, que ainda estamos supondo condic¢des
sob as quais € valida a equagdo (2.27).

Notando que a solucdo proposta para o rotacional na equacdo (2.27) é
oscilatéria de freqiiéncia o, o mesmo sucederd com a velocidade U (7,t) dos
elementos de fluido. Em outras palavras, podemos conjecturar que o movi-
mento do fluido causado por oscilagdes da esfera imersa é rotacional numa
certa camada em torno da esfera, tornando-se irrotacional para distancias mais
afastadas, i.e., potencial. A profundidade de penetragcdo do fluxo rotacional
seria, entdo, da ordem de ~ (1/ pa))l/ 2 conforme a equagdo (2.32), sob a
hipétese de validade de (2.27).

Temos, entdo, dois casos-limite importantes a considerar: § >> 2R,
0 << 2R. Entdo:

1/2
S(po/2m) 2 =1= 8= (2’7) . (2.32)

(2.32) 21 5 2 2n  2Rw n U
2R — 4R 2R —_— = — — =
o >> = pa)>> = ( )w<<p:> 2 <<(2R)p Re
U

Seja [ a amplitude de oscilagao tipica dos elementos do fluido. Entdo, U ~ !,
que, substituido em (2.33), fornece:
l

w!
R —_— = —. 2.34
e << ok~ R (2.34)

3.1.a) Entdo, ¢é licito supor (2.27) vdlida para baixos niimero de Reynolds



quando & >> 2R, se as amplitudes de oscilacdo caracteristicas no fluido
forem menores ou da mesma ordem de grandeza que a dimensdo carac-
teristica da esfera.

Agora:
32) 2 2 2R
5%2R(2:3>2)—n%4R2:>(2R)2a)%—n:>—wmin :E
0] p 2 (2R)p  Re
U
Re~ — 2.35
°~ R (2.35)

Novamente, seja [ a amplitude de oscilagdo tipica dos elementos do fluido,
donde U =~ wl, que, substituido em (2.35), fornece:

ol 1
e~ — = —. (2.36)
wR R
3.1.b) Entdo, é licito supor (2.27) vdlida para baixos niimero de Reynolds
quando & =~ 2R, se as amplitudes de oscilagdo caracteristicas no fluido forem
bem menores que a dimensdo caracteristica da esfera.

Inferimos das conclusdes 3.1.a e 3.1.b que, para uma mesma esfera de raio
R, para [ << R a partir da situagdo 6 >> R, a equagdo (2.27) continuard
vdlida (sendo, portanto, despreziveis os efeitos ndo-lineares) para escoamen-
tos em que, a medida que as regides rotacionais do fluido vdo se confinando
a partes mais proximas da esfera, de 6 >> 2R para 6 ~ 2R, ndo aumentem
as amplitudes de oscilagdo durante esse confinamento. Isso significa que,
em escoamentos em que as amplitudes de oscilacdo diminuam, deverd haver
um amortecimento suficiente para cessar os efeitos nao-lineares. Recordando
que o nimero de Reynolds Re = 2RU (7,t) p /N é inversamente proporcional &
viscosidade, e que esta seria a responsavel pelos efeitos viscosos de amorteci-
mento, donde, ainda que a viscosidade 1) fosse constante, seu efeito seria dis-
sipativo no nimero de Reynolds Re = 2RU (7,t) p /1, e dado que a dissipagdo
de energia cinética dos elementos de fluido traduz-se numa diminui¢cdo do
campo de velocidades U (7,t), o efeito da viscosidade ndo deveria ser o de
diminuir o nimero de Reynolds? A resposta seria positiva se colocissemos
a esfera no fluido com alguma velocidade inicial e deixdssemos a mesma so-
mente sob ac¢do do fluido. Mas, neste caso, as regides rotacionais afastar-se-
iam da superficie da esfera e ndo o contrdrio. Assim, deve agir um agente
externo ao fluido, como o campo gravitacional, por exemplo, que realize
trabalho nos elementos de fluido de modo a incrementar a energia cinética



desses elementos, situac@o esta em que aumentaria o nimero de Reynolds e,
assim, aparecendo o efeito de confinar a rotacionalidade do fluido as regides
préximas a superficie da esfera. Agora, notemos que o operador U (7,1) v
representa a derivada direcional na direcdo da velocidade. Suponhamos o
caso em que § << 2R.

Préximo a superficie da esfera, a velocidade do fluido serd predominante-
mente tangencial. Na direcdo tangencial, a velocidade variard apreciavel-
mente em distancias que forem da ordem das dimensdes tipicas da esfera,
i.e., 2R. Entdo:

. SN U2 (wl)?
‘(U (7,t).v) U(?,t)’ N (CON 2R> , (2.37)

onde / € a amplitude de oscilacdo tipica dos elementos do fluido nas proxim-

idades da esfera no caso 8 << 2R. A derivada 9U (7,t) /dt, neste caso, serd
tal que:

’8(7(7,[)/8t’ ~ U~ 0. (2.38)
De (2.37) e (2.38), temos que:

] U(#i) -V 17(7,[)] w1
( _ ) S (2.39)
90 (7,1) /1 2R lo? R

Vemos, entdo, de (2.39), que, se a amplitude de oscilacdo dos elementos do
fluido nas proximidades da esfera for tal que / << R, poderemos desprezar o
primeiro termo da equagdo (2.24), frente ao segundo, o que serd equivalente
a dizer que (2.27) continua valida. Notemos que num escoamento em que
[ << R, caso em que (2.27) é vilida para § >> 2R e para § ~ 2R, devido a
3.1.a e 3.1.b, (2.27) continuara valida para § << 2R, i.e., nos escoamentos
com [ << R o confinamento das regides rotacionais do fluido a superficie da
esfera poderao ser suficientemente descritos pela equagdo (2.27). Assim, na
hipétese de escoamentos em que [ << R, portanto satisfatéria a descrigdo,
o estudo, da propagacdo do rotacional de tais escoamentos pela equagdo
(2.27), temos que, no regime em que 0 << 2R:

2n 2Rw n U

AR = 2R’ >> T = — 5> L= —
<< (2R) >>p 3 >>2Rp e

) 2n
PO

(

2.32
6 <<2R =



U w! l
Re>> 2~ 2 _ 1 2.40
€>” oR wR R (2.40)

Comparando (2.34), (2.36) e (2.40), vemos que o confinamento das regides
rotacionais em direcdo as proximidades da superficie da esfera, para escoa-
mentos em que se mantém a relagdo / << R, portanto descritos por (2.27),
¢ acompanhado de um aumento do nimero de Reynolds. Inferimos em tais
escoamentos que os efeitos rotacionais serdo importantes tdo mais proxima-
mente a superficie da esfera quanto maior o nimero de Reynolds. Tal regido
préxima da esfera onde os efeitos rotacionais sdo importantes € o que denom-
inaremos, mais adiante, camada limite.

Assim, supor-se-4 valida a equagdo (2.27) para o regime transitorio,
pois faremos a hip6tese vélida para esta secdo de que / << R. Na deducdo
da equacdo (2.40) ha duas hipdteses cruciais, a de que os efeitos rotacionais
estdo confinados as vizinhangas da esfera e a de que sempre se verificard
I << R. A conclusio, exatamente (2.40), é a de que ndo hd limite superior ad
hoc para o nimero de Reynolds sob tais hip6teses. Assim, pode ser possivel,
ou seja, nao € impossivel dentro das hipdteses aqui supostas, a equagdo (2.27)
continuar localmente vélida nas regides do fluido em que a relagdo I << R se
verifique. Fora da regido rotacional de um fluido, i.e., fora da profundidade
de penetracdo, fora da camada limite, o escoamento vai-se tornando eminen-
temente irrotacional. Ora, a tensdo de cisalhamento tangencial é a que mede
a taxa de deformacgdo de um elemento infinitesimal de fluido de modo a ndo
alterar seu volume, i.e., sem os efeitos viscosos de compressibilidade. Assim,
um cubo elementar de fluido transformar-se-ia ndo mais num prisma reto,
sob acdo pura do cisalhamento tangencial, mas num prisma com arestas in-
clinadas, deformadas, portanto rotacional. Assis, se houver cisalhamento tan-
gencial, havera rotacional. A reciproca ndo ¢é verdadeira, pois, numa rotacio
pura, ha rotacional, mas ndo cisalhamento. Obviamente, em regides onde nio
ha rotacional, ndo ha deformagao, logo, ndo ha cisalhamento. Do exposto,
concluimos que fora da profundidade de penetracdo, fora da camada limite,
fora da regido de confinamento progressivo da vorticidade, teremos escoa-
mento irrotacional e de cisalhamento nulo. A equag@o que descreve o escoa-
mento de fluidos sem viscosidade é a equagdo de Euler que pode ser obtida de
(2.3) tomando-se V.T = 0. Obviamente isso serd possivel se I' = 0. Assim,
num escoamento incompressivel, caso em que I, o tensor de efeitos viscosos
de cisalhamento tangencial e de compressibilidade, serd o préprio tensor de
cisalhamento tangencial, a regido externa a camada limite, por ser eminen-



temente irrotacional, serd bem descrita pela equacdo de Euler com campo
de velocidades potencial, i.e., na regido fora da camada limite ter-se-4 um
escoamento de fluido bem ideal. Lembremos que esse comportamento nio
contraria o fato de termos viscosidade constante, i.e., o fato de que o fluido
ainda seja viscoso mesmo sob tais condi¢des, pois o que faz com que um flu-
ido se comporte idealmente ndo € a viscosidade mas sim o tensor de efeitos
viscosos, e este pode ser nulo mesmo na presenca de viscosidade. Desses
fatos surge a possibilidade de, para altos nimeros de Reynolds em um caso
geral, resolvermos o escoamento do fluido na regifio externa a camada limite
como potencial descrita pela equacdo de Euler. Aqui, nesta se¢do, para gan-
harmos mais heuristica sobre o comportamento da equacao de Navier-Stokes
para o nosso caso concreto a ser definido mais adiante, principalmente no que
concerne ao célculo da forga de arrasto, suporemos, ainda, que / << R. Dado
0 exposto, a mesma andlise que alicerca a suposi¢do de validade de (2.27)
alicerca o reescrever de (2.23) para o regime transitorio:

d

p
Por

U (7,1) + = Fipg + Vpo —mV?U (7,1) = 0. (2.41)
m

A velocidade de queda da esfera € uma funcao desconhecida do tempo,

durante o regime transitério, dada por, conforme nota¢do utilizada em (2.22):

h°(t). Representemos 4°(¢) como uma integral de Fourier:

. 1 M . . M .
() = lim — / hoe @ do, hy= lim [ i°(1)e®"dr. (2.42)
M—w 2T J_ym —eo )M

drag’

Sendo a equagdo (2.41) linea aforga de arrasto no regime transitorio, FO
serd dada pela soma integral das forcas de arrasto para as velocidades com-

5Para efeitos de aplicagio do principio da superposicio, poder-se-ia afirmar que a equagio
(2.41) néo seria linear homogénea a rigor, pois o termo de fonte ndo-homogéneo pﬁ(ﬁag /m ndo
permitiria a obtengdo das solugdes para os campos de velocidade e de pressdo simplesmente pela
soma de solugdes independentes de (2.41), argumentando-se que a superposicéo deveria ser feita
sobre as solucdes da linear homogénea correspondente e esta soma somada a uma solugdo partic-
ular, em (2.41). Tal objegéo realmente seria verdadeira se pﬁ(ﬁag /m fosse considerado um termo

prescrito de modo que as somas de solugdes para os campos py, por exemplo p{ + pg, e 17(7,[),
por exemplo U (7,1)% 4+ U (7,1)P devessem, quando substituidas em (2.41), satisfazer a mesma.
Porém, se ndo o considerarmos prescrito, i.e., de modo que o mesmo seja também campo-solucdo
da equagdo (2.41), a soma dos campos p§ + pg, UF0D*+UFDB e pﬁ&é/m +p13£‘fg/m sat-
isfariam a equacdo (2.41). Sob tal enfoque, terifamos realmente a equagio (2.41) como linear

homogénea, pois a operagdo [p/m+V + (pd/dt — n%z)][ﬁé’mg; po; U(F,1)] = (p/m)ﬁc?rag +



ponentes de Fourier /15 exp (—iw?). Determinemos, entdo, primeiramente, a
forca se arrasto sobre uma esfera que executa oscilagdes unidirecionais, sem
rotacdo, num fluido. A condi¢do de contorno, no referencial da esfera, na
superficie da esfera, impde que:

—

u® (?at) |8esfera =0.

Ja a condi¢do de contorno no infinito, no referencial da esfera, impde:

Vpo + (p9/dt — VAU (#,1) é realmente lincar. Imaginemos que a esfera de nosso prob-
lema esteja oscilando dentro do fluido com freqiiéncia @w. Em tal situac@o, terfamos a 3-
upla [ﬁé)r‘gg; P U(7,1)®]. Tal situacio seria caracterizada por uma condi¢do de contorno no
infinito, no referencial da esfera, em que os elementos de fluido no infinito estariam execu-
tando oscilacdo harmonica de freqii€éncia @. Para outra freqiiéncia, em particular num movi-
mento de mesma amplitute /, onde U ~ wl, a condi¢do de contorno é outra, 0 que causaria
uma mudang¢a no campo de referencial nao-inercial F“‘ﬁ‘:g, pois o arrasto puro serd outro (0 em-

puxo hidrostitico ndo varia). Assim, para cada @, teremos uma 3-upla [Fggg; Pys U (7,0)°]
solugdo de (2.41) para o mesmo tipo (porém nao fixo) de condi¢do de contorno. Notemos que
agora um campo prescrito fixo, como o gravitacional no referencial do chdo em nosso prob-
lema, pode ser considerado, pois se consideraria simplesmente pfdor‘;’g /m=—-pé(w)gV o.
Esta discussao serve para fundamentar o principio da superposicdo em modos de Fourier que
fazemos nesta secdo. Vamos fixar um modo através da representacdo integral em modos de
Fourier da condic¢ao de contorno no infinito em todas as freqiiéncias de oscilagéio possiveis para
os elementos de fluido no infinito no referencial da esfera. Entdo, as freqiiéncias de oscilacdo
caracteristicas serdo as da representagio integral de Fourier do campo de velocidades dos ele-
mentos de fluido no infinito. Do ponto de vista do referencial da esfera é o fluido quem oscila
sendo a fonte de oscilac@o do fluido eldstico as oscilagdes no infinito de freqiiéncia . Assim,
para um modo de freqiiéncia @ das oscila¢des dos elementos de fluido no infinito no referen-
cial da esfera, ao resolvermos a equacdo (2.41) para esta freqiiéncia, teremos, para os campos

encontrados, que p %ﬁ“’ (71)+ (p/m)ﬁé)r“;g + ﬁp(‘)" —qV20® (7,t) = 0. TIntegrando para to-

das as freqgiiéncias, temos (27) ! [, [p $.U (7,1) + (p/m)Fg, + Vp@ —nV20® (7,1)|do =
0= pg(2m) ! [2.0%(F1)do) + V((21) ™" [ (p/m)gh o) + V(21) " [7, pfdw) -
nV2((2r)~! [=,0® (7,t)dw) = 0. Assim, como vemos, a superposi¢io de modos obtidos
de (2.41) satisfazendo suas respectivas condi¢des de contorno oscilatérias de mesma natureza
(porém nao fixas) no infinito satisfard a equagdo (2.41). Vemos que as integrais na equagio
enterior sdo representacdes integrais de solu¢des de (2.41). Serdo entdo essas integrais as
representagdes dos campos que satisfazem (2.41) e a condi¢do de contorno original no infinito?
A resposta serd positiva se tais representacdes integrais satisfizerem a condic@o de contorno orig-
inal no infinito. Ao superpormos os modos estaremos representando a condicdo de contorno
original, pois estaremos também superpondo as condi¢des de contorno modais. Assim, obtemos
que as solucdes modais de (2.41) fornecerdo os coeficientes da representagdo integral de Fourier
dos campos-solugdo do problema original.



onde os indices w indicam que estamos trabalhando com o caso restrito,
reiteramos, das componentes de Fourier, por enquanto. Fagamos:

U® (7,t) = Ug (F,t) — hpe e,
entdo, as condi¢des de contorno para U, (7,1) sio:

l?w (7,1) |85phere = hwe_iwtéz;
(2.42/) :

U (7,1) oo = 0.

Da condigo de incompressibilidade V - 7/® (7,) = 0, temos que:

— N

V0O (70) = V- (Uo (1) — hoe e) = VT (7,1) =0,

onde o campo de velocidades auxiliar Uy, (7,t), auxiliar para que tenhamos, de
acordo com (2.42’), campo nulo no infinito, serd necessariamente o rotacional
de um campo vetorial, digamos 6, donde:

— —

Uy (7,1) =V x By. (2.43)

Esperamos que o problema tenha simetria axial z, donde poderemos
tratd-lo em qualquer plano polar (plano paralelo ao eixo z e passando pela
origem, sendo esta origem, como ji o explicitamos anteriormente, o centro
da esfera em queda). Tomaremo entdo, B, em (2.43), ortogonal ao plano
polar considerado, e na forma:

6o

(Vw) x (@e); (2.44)

@ € plano polar, com @ cfe. Com essa escolha, ou seja, com %l,l/(r7 0), o que
sera plausivel pela simetria axial, e com d constante, d devera estar em todos
os planos polares que formos considerar para resolver o problema, dado que
ndo ha preferéncia de plano polar, por simetria, 0 que somente serd possivel
se d estiver sobre o eixo z. Portanto, d € um vetor z-axial auxiliar constante.
Entao, das equagdes (2.43) e (2.44), temos:

16Essa serd a nossa escolha. Como veremos, satisfard o problema matematico.



VxUg (7 t):Vx{e"‘”Vx [Vx(lyﬁ)”:e ot (VxVx Vx(y/a'))
(2.46)

Mas
(6 x %x) _ (W : —%2) , (2.47)

(2.46)A(2.47)

V x Up (7,1) = —e 19192 [6 X (w)} : (2.48)

pois o divergente do rotacional é nulo. Substituindo o resultado de (2.48) na
equacdo (2.27), temos:

- [T va) = 19 {9 7 x (va)| |



{Z [64 (61,,)] tio [62 (ﬁy/)} } xd=0. (2.49)

Tentaremos o campo gradiente na forma %l]l = y(r)é,, ou seja, tentaremos
um campo radial. Se conseguirmos satisfazer as condicdes de contorno, nao
haverd problema algum com a nossa escolha. Parece claro da escolha, que
o primeiro fator do lado esquerdo da igualdade em (2.49), o que perfaz o
produto vetorial com d, somente serd colinear @ se 0 mesmo for nulo. De

fato:
(2.49)

—

Vy=y(r)é, = v =wy(r)

{Z [6 (641//)] +io [? (621//)} } Xd= {Z%j(r) +iw§l~(r)} Y=

_ { {Z A0 Jria)q(r)} ér} xa

demonstrando a colinearidade somente no caso de nulidade, dado que
d=aé,= é xd#0, com p(r), q(r), j(r) e I(r) fungdes da varidvel r.
Entfo, temos necessariamente que:

v [gwmm} ~0-

g%“y/—y—iw%zw: A, (2.50)

onde A é uma constante complexa. Colocando (2.50) na forma:

gW (?21;/) +ioViy =2,

notamos que a mesma admite uma solugdo particular constante, i.e.,

—?2(6)+iw6:l:>s:%:f%, (2.51)
l

o3



com &, conforme mencionado, constante. Necessitamos, entdo, resolver so-
mente a equagdo homogénea:

Ngo (22 =
v (v 1//) FioViy =0, (2.52)

que é semelhante a equacgdo que nos leva, por exemplo, no contexto da Fisica
Nuclear, ao potencial de Yukawa. Equagdes homogéneas desse tipo tém base
de solugdes na forma {e*”/r}. Entdo, substituindo em (2.52):

N ur ur d d ur ur
QVZ e _A,_ia)i =0= Eriz— rz— e +la)67:0:>
P r r P dr dr r r

. 1/2
uz_’l"";w_ﬁ<p‘"> . 2.53)

Para determinarmos as raizes de —i, facamos v/ —i = / —1vi = iv/i. Como
ja determinamos as raizes de i anteriormente, na marcha que levou a (2.29),
temos:

V—ie€ Qi_ﬁ;_ﬁi_,_g :{_1_,_11';1_11'}7
222 NV
de modo que determinamos (2.53):
1/2
—a(1—n[P®
u==(1 z)(2n> . (2.54)

Temos, entdo, a nossa base B de solugdes da equacdo homogénea (2.52), i.e.:

B {lemi)r(z;;’)l/z; le(li)r<g1ﬂ7))l/2}‘ (2.55)

r r

Adotaremos somente o sinal negativo, ou seja, tomaremos uma das con-
stantes, na combinacdo linear dos elementos da base B, como sendo nula,



para que ndo haja divergéncia no infinito, pois:
Jim (1/r)exp(po/2n)"/? r=eo,
F|—o0

Entdo, somando com a solu¢do particular, temos:

621” _ ée—(l—i)r(Pw/Zn)]/z _ %, AcC. . (256)
o d d A 12 id
22 (2L — 2, =irlpw/mn)’= _ 7
Todr (r drw> ¢ () -
AV _ (VN | pp-t-iripoom) 2 _TAT
:>rdr<dr)_ z(dr)+Ae w

rd( R0 4 o (W) pe-t-irtparn) AT o o sy
dr dr 0]

Procuremos um fator de integracdo para (2.57), F (r,dy/dr). Multiplicando
ambos os lados de (62) por F (r,dy/dr), temos:

rF(r,dw/dr)d<d"’> + [2 (dl”) — Ae~(1-ir(po/am)'? 4 W} x

dr dr w
x F(r,dy/dr)dr=0. (2.58)
Impondo:
d
3 (rF (r,dy/dr)) =
= 8(dli/dr) { [2‘3’  Ae~(1=irp/2m) er} F (r,dlll/dr)} )
temos:

3F o dll/ *(]*l’)r(P(O/ZT])l/Z l),r aF
TW-FF— [2dr Ae +K W+2F

Impondo F = F(r), temos rfi—f +F=2F=F= r‘é—f = F =r é um fator de
integracdo. Entdo, (2.58) torna-se:



24 (dy /dr)+r [2(dy /dr) — Ae~0=rpo/2)"” W/w} dr—0—

(2.59)
=M (r,dy/dr)d (dy/dr)+N (r,dy/dr)dr = dC,

sendo C uma constante complexa, pois agora M /dr = dN/d (dy/dr), i.e
temos um diferencial total da constante C. Entao:

(59)
—_—~

aC ,dy

2 — _r
7= Sagran = €= g te:

onde g(r) é uma fungéo exclusiva de r. Assim, temos:

dr o =
dg “(iyr(pawjan)/? | AT
—=(r) = —Are (-drlpw/2
dr o
g(r) = li 2dr—A/re (-9 (pw/zn)l/zdr:- =
iAr 2nA « (po\'? (1—iyr(pwjam) /2 (5)
=g(r)= 30 (=0 I+ =i)r m e PO =
po(l—i
_pdv pdv inr
C=rgy T8N =rg, 1 35
1/2
P L PR <p> irpo/on)'® .24V
pw(lfl 2 dr




onde C é uma constante arbitraria complexa. Como no célculo do campo de
velocidades Ua, (¥,1), do inicio do regime transitdrio, precisaremos, somente,
de %u/, vide as equacdes (2.43) e (2.44), ndo é necessario que integremos
(2.60). Porém, é necessario que (2.60) convirja no infinito, pois 14 precis-
aremos aplicar condi¢do de contorno, o que somente serd possivel se A = 0.
Entdo, (2.60) torna-se:

d—wer C_onA 5
dr po(1—i)

1/2 _
1+(1—i)r<g1(;’> ]gum(pw/zn)l/z ,

2.61)

com C e A, reiteramos, constantes arbitrarias complexas.
Podemos, entdo, por (2.61), calcular Vy:

oV _ 4V _
or  Sdr

Q>

y—

1/2
1+(1i)r(pw> ]e—“-”ﬂpwﬂm'” .

(2.62)

B = (6111) X (c_ie*iwl) = (%l’j) X (aéze*"“”) (2-:6>2)

a—eréweiwt _
2nA - (pa\'? —(=iyrpo/2m' > { (5 o 4
=qC———— [1+(1=i)r( 5= e po/n (érxé;),
po(1—i) 2n
éa,:far_zsine Cf%zx
pw(1—1i)

1/2 ) .
1+(1—=i)r (g:;) ‘| e*(lft)r(Pw/Zn)l/z } eﬂwtélp. (2.63)

X




pois é, X é; = —sinféy. Substituindo (2.63) em (2.43), temos:

L - o it | O e 0 éy 0
Uy (F,1) =V X 0y = —ae™ "' [e,—&— e+rsif198¢}

ar ' r 6
o sn;@ c_ 2nA.2
r po(l—i)

1/2
. pw —(1=i)ri 120 4
H_(l_l)r(zn) ]e (1=ir(pew/2n) }%}.

Utilizando as relacdes triviais entre os versores das coordenadas esféricas e
os das coordenadas cartesianas, apds algum rearranjo algébrico, encontramos:

Uy (7,1) = asinBe ® &g {Ae‘_“_i)r(pw/zn)]/z - %Jr
r r

1/2
A —-ipern) A (2") e<1i>r<pw/zn>1/2}+

W (1-i)r* \pw
—acoseefiwté‘r 2£ — 4177‘467(171')”(9“’/2”)1/24_
B opo(1—i)*r
24 (20" _(iposm
TR v : 2.64
(1—i)r? (pw) ¢ (2.64)

Tomando a primeira condi¢do de contorno em (2.42’), temos:
Up (R, 0,1) = hpe e, = hye ' (cosBe, —sinfey)

onde R € o raio da esfera. Convém notar que a segunda condi¢do de contorno
em (42°), Uy (0,1), = 0, é satisfeita por (2.64) como conseqiiéncia da
nossa escolha (A = 0) em (2.56).

Entao, aplicando a primeira condi¢do de contorno em (2.64), temos:

aA —(-irpa/m) _aC | 2MaA  ir(po/an)
3 2
R R po(1-i)°R3
ah (N ampon _
i (pw) ¢ T Y
2 4naA .
aC naA __ ~(-irpo/2n)'? |

R po(1—i)*R3



2aA 20\ ko) _;

Multiplicando (2.65) por —2 e somando a (2.66), obtemos A:

A=— 43};‘21? S1=DR(por/2m)' /> (2.67)

Substituindo (2.67) em (2.66), calculamos C:

i p3 1/2
LT P I (2"> ] (2.68)

C:
2a

po(1-i)?R2 (1-i)R\po

Substituindo (2.67) e (2.68) em (2.64), e depois em U® (7,t) = Uy (7,1) —
hee @&, expressio definida anteriormente (vide a expressdo que antecede

(2.42°)), obtemos o campo U® (7,1):

—

U® (7.1) = asinBe ®' ¢ {_3;1601{6(1—5)(1{_,)([,“,/2“)1/2_’_
ar

hoR3 61 3 2\ 2
1 —_
T 2ar [ Jrpa)(l—i)zRZJr(l—i)R <PCO *

__ 3R a-ir-npean)'

apo(1—i)*r

; 1/2
3hoR (2’7> e<1i><Rr><pw/2n>‘/2}+

C2a(1-0)2 \ pw

6 3 2\ V2
e (),
po(1—i)*R2 (1-i)R\po

_ MR -i-rpasan)'
)
apw (1 —i)°r

; 1/2
3hoR (2”) e<1z’><Rr><pw/2n>”2}+

ar?

i heR?
—acosBe "¢, {—

a(l-ir: \ po



—hpe é.; 6. =cosBé, —sinféy. (2.69)

A equagdo (2.69) fornece, entdo, o campo de velocidades para o fluido, para
a esfera oscilante, de freqiiéncia w, com oscilag@o unidirecional ao longo de
do eixo Oz, sendo o campo de velocidades observado no referencial atado a
esfera, ratificando, satisfazendo as condi¢des de contorno em (2.22) para as
componentes de Fourier de /°(t), e satisfazendo a equagio linear (2.41) para
Ue (7,t), conforme requerido. Resolvemos, entdo, uma parte importante do
problema, que € a determinag¢do do campo de velocidades do fluido no refer-
encial atado a esfera, U® (7,), 0 que nos permitird calcular ﬁdorg’g, i.e., a forga
de arrasto que devera ser integrada em @, pelo principio da superposi¢do,
dada a linearidade de (2.43).

Na marcha que levou da equagdo (2.23) a equagdo (2.24), vimos que
¢ irrotacional. Obviamente, pelos mesmos motivos, FO também serd

=

FO

drag drag
irrotacional. Entdo, escrevemos (2.41) para U® (7,t):
i“a)—» Po 0o | O o 270\ 3
p atU (7,0)+ qu)drag +Vpy —nVU®(Ft)=0, (2.70)

onde escrevemos Fdorﬁ’g como um campo gradiente pelo motivo acima ex-
posto, sendo p§’ o campo escalar de pressdo devido a0 campo componente
de Fourier U?® (7,1). Reescrevemos, entdo, a equagio (2.70):

B . . o Q-
V((Pgrcgg%) -‘erS) :V(%(Pgrcgg""pg)) ZTIVZUw (rat)_pEUw (}”71).'.
(o)
= (pdrag p(o)o Ng2io = d (70 (3
7 [RALCINEE g ! R -2 . .
( m + 0 o U® (#,1) atU (F,1) (2.71)

mas:

B2 78] 292 (9 [ (99 ae )]} =

=092 (9 ¥ x (ya)| O e 092 {9 [9- (ya)| ~av2y ) =

17Vide a equagdio que antecede (2.42).



lwtv2{ |: (ll/a):| } —iot —*V4II/ (272)
Temos, por (2.50) e, como vimos na marcha que levou de (2.60) a (2.61),

dado que A = 0:

que, substituido em (2.72), fornece:
V2T (7,1) = e 'OV {%2 [V (w&’)} } + %e*“‘”%z V. (2.73)

Substituindo (2.73) em (2.71), temos:

Qe PS\ _ 1

S, g Po | _ M —iox 2

v(m +p> 5 v{v[ (wa)}}
L —IOtNT2 (2 d T (2

+iwe 'V (Wa)—EU (7,1). (2.74)

Fazendo uma inspecdo em (2.69) ¢ facil verificar que:

ue@e) o . Up (7,1) — hge e, 0 . _;
- (r’t)(ha,elw’):@ a,(r,t.) ik ezg(hwe*’“”).

hwe—iwt ot hge—iot
(2.75)

Notando que hgpe '® é a velocidade componente de Fourier da es-

fera, dependente do temp({ﬂ denominémo-la ue(f) e, obviamente,
9 (hoe ") = iiy(r), donde reecrevemos (2.75):

d - ., ue(t) ., . (243) {V x 60)} ) o
EU(D (7,1) = Ug (F,1) uZ(t) —lp(t)e, = T(t)uw(t) — g (1)é, =
18Vide nota anterior.

19E notando que /g = fip(®) = limy—e [*, 10(7)ei®Tdt é uma fungio exclusiva de @,

porém @ ainda é fixo, pois ainda estamos considerando o caso de oscilagdo da esfera unidi

recionalmente em Oz, com freqiiéncia @.



uma fungdo arbitrdria de t

24 to(l) [ Y, = —iwt = . ~
A (7)< @]} 9 a0
= [9 ¥ (y)]| Y i 1)+ 4(0)
o ()
—iot Ll o o
@47 € uwb(‘t‘*;(t) {v [v (wa)} —Vz(l//a)} V (rcosBiie(1) + ¥(1))
N e T (D e (t) oy,
—V (rcosBiie (1) + 7(1)). (2.76)
Entdo (vide a nota de rodapé 19), iiy(t) = he (—i®) e = —iouy(t),
donde a equagdo (2.76) torna-se:
zl_]'w( 1) = e OV |V [ (l//a)} +iwe 'V (ya) +
ot
—V (rcosBiie(t) + (1)) . (2.77)

Substituindo (2.77) em (2.74), temos:

2 (pc?r‘;’g Pé" _n o i0t 2 L —0rT2 (o
V( el V{V{ (q/a)”ﬂwe V= (ya)+

tiwe T |V ()| — i0e V2 (ya@) + ¥ (reosbiio (1) + (1)) =
@<ﬁ%+%d:
m " p
v { Z e 2 [V (ya)| +ioe [V ()] + reosbiia(r) + }/(t)}
pe =ne®g. [V (sz/)} +iwpe G- (61//) +

+prcosBiig(t) + pe(t) — p (,Dél)r‘;’g7 (2.78)



estando determinado, entdo, o campo de pressdo no fluido para a esfera que
oscila unidirecionalmente com freqiiéncia , ao longo de Oz, componente
de Fourier, no transitério, sendo p.(t) uma fun¢do exclusiva do tempo -
sendo, pois, a cada instante, de mesmo valor em todo o ﬂuia’o{zﬂ 0 que nao
influenciard, como veremos, o célculo da for¢a sobre a esfera. Precisamos

determinar V (%2 1//) e %l]/, para colocarmos em (2.78). De (2.56), temos:

RN 0 A . 1/2
VI(V2y) =5 2 ,—(1=)r(pw/2n) —
( W) ror ( ¢ >

r

1/2
A (P“’> (1= i) e (1=Drtpo/2m'? _ Azeui)r(pw/zm‘/z] =
r

(2.67) .
= er

3heR [(p@ 1/2 N (1=i)(R—r)(pw/2n) /2
s (57) 0-ie ’

Za;fe(l—i)(fe—w(pw/zn)‘/z] 7 (2.79)

e, substituindo (2.67) e (2.68) em (2.62), temos:

. o i 3 [ 1/2
szer{_h“’R jp—°o 3 <2n>

- +
2a po(1—i)*R2 (1-)R\pw

; r 1/2
L2 3haR 1+<Pw> (1= i) | £(=DR=")pao/20)'2
po(1—i) 2a |
(2.80)

Substituindo (2.79) e (2.80) em (2.78), e levando em condideracdo que
a-é,=aé, é, = acosb, temos:
=ug(r)

—
Py = Nhpe " cosH-

3R (0@ | 0-inioaan? , 3R 1-ge-n(po/n)

20 A rigor, em toda regido do fluido em que a equagdo diferencial é integravel.



3

_|_

6 3 on\ /2
T It (")

po(1—i)’R2 (1-i)R\pw

1/2
1+ (gf;) (1—1i) r] e<1i)(Rr)(pw/2”)l/2}+

prcosBiie (t) + pe(t) — %(Pé’féfg- 2.81)

. . R
+piwhge ' cos {—
—_———

z—uw<t)

3Rn

+ P,
pw(l—i)2r2

Como calcularemos da forga de arrasto no caso aqui tratado nesta se¢do e
também posteriormente, quando da andlise do nosso problema concreto de
iminéncia da crise do arrasto, fagamos uma pausa aqui para abrimos uma
nova se¢do destinada a deducao da expressdo geral para o cdlculo da forca de
arrasto, antes de continuarmos.

2.4 Determinacao Geral da Expressao para o Calculo da Forca de Ar-
rasto

Seja agora a equacdo da continuidade, ainda tomada no caso mais
geral, para que possamos interpretar o que se fard no seguimento:

P o o 9P 9(p)
§+V(p\/)—0§§+ an

=0. (2.82)

O momento linear por unidade de volume de um elemento de fluido é dado
por pv, donde a taxa de varia¢cdo do momento por unidade de volume é (taxa
de variagdo temporal):

d . dv _dp dv; dp d '

A equagdo mais geral, (2.3):

— -

. — — — - a_‘ = - —
p\7—pf+Vp—V~F:0:>pa—‘;+p(ﬁ-V)V—pf—FVp—V-F:O.'.

an 8v.,- ] 8p 8ij .
pj +pvk87x]{*pf]+aixj* o =0. (2.84)




De (2.82), temos que: dp/dt = —d (pvi) /dxx, 0 que, substituido em (2.83),
fornece:

dvj  d(pw) _ 0 dv,  alpw) 9
P Y o =5, (pvj) = p5~ =V o +o. (Pv)),
que, substituido em (2.84), fornece:
a(pvk) J 8 op al"
Yo T (pvj)+pvka - ,k(pfk)+6,ka—k—8—k 0. (2.85)

Supondo que o vetor pf seja irrotacional, como no nosso caso, podemos
reescrever (2.85):

d(pw) | 9 29,7 ap Iy
Vj oz JFE(PV)JFPVka 8jka + Gk E*Txk* (2.86)

onde pf=Vo ,7- Portanto, de (2.86), determinemos d (pv;)/or:

d(pwi) dvj 9, 9 (o | |
(VJ o, +pvk87xk +E(p\/1)—aixk<5]k(ppf—5ﬂ(p+r‘jk>j

d 0 0
aF (pvjvi)+ 5 (pv)) = F (5jk<pr— 5jkP+Tjk) =

d d
= 5 PV =5 (5.ik<pr —Oup+Tj— PVij)

9 . - L
E(p\}):V-[l(ppf—lp—kl—‘—p(vov)}. (2.87)

Integrando (2.87) num volume arbitrério fixo nﬁo-deforméveﬂ temos:

/pvdV /v ~1p+Tp(For)| av = 7§H AdS, (2.88)

2150b tal hipétese, os limites de integracdo ndo variardo com o tempo, permitindo, assim,
que comutemos os operadores [dV(---) e (d/dt)(---), ao integramos a equacdo (2.87) para a
obtengdo de (2.88).



onde IT ¢ o tensor:
M=1¢,:—1p+T—p(Fo¥). (2.89)
O lado esquerdo da igualdade (2.88) € a variacdo temporal instantdnea do

momento linear total do volume arbitréridzzl considerado. Para interpretarmos
o lado direito, fagcamos:

PR ) A
= / pidV = f (l(pp f) -ndS+_7§ - AdS. (2.90)

Vimos da andlise do referencial da esfera, por (2.14), que f =go= fﬁdrag /m,
onde F"drag € a forca que o fluido faz na esfera, donde:

7( (10,7) -Ads = /V- (16,7)av = /V (0,7)av =
. F,
_ / pfav'y / —pTinqy. .91
Ficando ticito, entdo, que tomaremos (2.90) no referencial da esfera, temos:

ﬁra
z/deV:—/pﬁdV—i—j{H-ﬁdS,
ot m

onde IT € o tensor:
I=—-1p+T—p(Vo¥). (2.92)

Com Fyr,g ndo dependendo da posi¢do, somente do tempo, pois Fyrg € a
forca resultante do fluido na esfera a cada instante, reescrevemos:

I_:"ra
ﬁ/pdv:fn.ﬁdS—i/dev;.
m ot

- m R d .

Reiteramos que m € a massa da esfera, p € a densidade no interior do volume

22 eia-se arbitrério, porém fixo ndo-deformavel.



de integracdo - ndo necessaria e somente a do fluido ou da esfer nas duas
integrais de volume na expressdo (2.93). A equagdo (2.93) é a expressdo
geral para o calculo da forga total que o fluido faz na esfera, adotando-se
volume de controlePE] fixo, no referencial da esfera, e indeformavel.

2.5 Continuacao da Secao 2.3

Calculemos, entio, Fd%’g, a forga de arrasto que deverd ser integrada

em @, pelo principio da superposicdo, reiteramos, dada a linearidade de
(2.41), para que obtenhamos Fd(;ag, i.e., a forca de arrasto no inicio do regime
transitorio.

Fagcamos uma observagao aqui que deixariamos para o final. O que
na realidade estamos chamando de forca de arrasto ﬁdmg é a forca total que
o fluido faz na esfera, incluindo o termo de empuxo. Isso ndo serd problema
algum, pois ao final ficara trivial a determinac¢do do arrasto puro. Entenda-se,
portanto, até que separemos arrasto em arrasto puro + empuxo, como forga
de arrasto a que o fluido exerce na esfera.

Entdo, de (2.95), tomando o volume de integracdo (volume de cont-
role) como sendo o volume ocupado pela esfera, sendo que no referencial da
esfera a mesma estd em repouso, donde a velocidade do fluido no interior do
volume de controle (o fluido no interior do volume de integracdo € a prépria
esfera) € nula, sendo a densidade dentro do volume de controle a densidade
da esfera, que denominaremos por p’, temos:

- d [ =
o= " _ (¢ mads—< [ pf :
drag Jygp'dv ( Vs s ot . Vsp Odv) .

Forew = f I1-fds "2 f [—lps’ +I% —p (U“’ (7,1) 0 U® (7,;))} -7ds,
Vs Vs
(2.94)

onde Vs e Vs sio a superficie e o volume da esfera respectivamente. T0¢ é
o tensor de cisalhamento no regime transitério para a velocidade componente
de Fourier, i.e., para o caso que estamos analisando de oscilacdo translacional
com freqiiéncia .

2 Podendo ser, por exemplo, como mais adiante o faremos, a densidade da esfera mais a da
camada limite aderida a ela, em seus respectivos volumes, obviamente.

24Volume de controle fixo e indeformavel em um referencial é uma regiio volumétrica em
repouso desse referencial, rigida e sem fluido.



Ao calcularmos (2.94), devemos tomar o campo de velocidades na
superficie da esfera, o qual, pela condi¢do de ndo escorregamento, é nulo.
Entao, (2.94) torna-se:

rrw ne 1 1

drdg f Po o AdS +j{ 9((3) }’%’ 0 das ..
[0} [0}
or 06 199 0
w

drdg_ ?{ pOndS"_% ds =

7{ POALS + jf 90, + Y024 + yO, 6)ds, (99

onde pg € o campo de pressio dado por (2.81) e 1,°, Y2 = y%", ¢f’ = 7/2;’,
sdo componentes do tensor de cisalhamento que, em coordendas esféricas,
sdo dadas pOIE]

= SurEn| 096)
ar r=R
o (12 yogit Luewn - tvewn)|
or — 77( aGU ( )+ arUg (V,l‘) rUe (r’t) r:R’ (2.97)
J 1 0 1
o _ 9 0= 9 o 1o
Vor =1 (3rU¢ 7))+ —— sind 8(Z)U (F,1)— rU¢ (r,t)) L (2.98)

De (2.69), temos a componente em 6 de U® (7,t), i.e., U (7,t), e a compo-
nente em r de U® (¥,1), i.e., UP (7,t), que, com (2.32), para a profundidade de
penetracdo, permitem, apds algumas manipulagdes triviais de diferenciagdo e
algebra, obter:

o 311 -
ZU@ (V,t) r:R— E <5+R_6) Mw(t)slne, (299)

25Vide Landau, L.D. and Lifshitz, E.M., Fluid Mechanics Course of Theoretical Physics,
Vol.6. English Edition. Pergamon Press, London-Paris-Frankfurt, 1959, 536 pp.




- ® — ()
an (F,1) L 0; (2.100)
Ipein|l o (2.101)
dar r=R o .
Uy (7.1)|,_r =0. (2.102)
Entao, de (2.96) e (2.101), vemos que:
70 = . (2.103)
De (2.97), (2.99), (2.100) e (2.102), temos:
3n I i .
@ __
or = (5 +— R 5) () sinf. (2.104)

De (2.81), obtemos o campo de pressdo na superficie da esfera para o caso
de oscilagdo unidirecional que estamos analisando, i.e., pg |r:R, 0 que, com
a utilizacdo de (2.32) para a profundidade de penetragdo, e ap6s algum rear-
ranjo, permite que obtenhamos:

303 3 3 P o
P81os= (35 5~ 35 ) Mo(0)5050 + 3pRunr)cos0-+ pelr)~ 2 g,
(2.105)

Temos, obviamente, por (2.69), que =0em (2. 98@ Podemos, entio,
por (2.105), (2.103) e (2.104), dado que yoj" 0, reiteramos, calcular (2.95):

B0 =~ (5% 5555 ) Mald)coso+
drag — Vg 25 2R 26 Nug(t)Ccos

26Lembremos que a simetria do problema aqui tratado impde que o campo de velocidades néo
tenha componente em ¢, nem dependa de ¢, confira a equacgdo (2.69), donde, dada a equacdo
(2.98), ¢f’ =0.



3
—|—§pRum(t)cosﬂ +pe(t) — P <p3r‘§g] é,dS+
3n
Bépd 2.106
+£VS2 {R+6 5] w(t)sinBégdS = - Iﬁ ( )
. 47R? 3 3 3i 47R? 3
0w N N
= - — _— —_—— e —— R

p [ . 87R? 31 1 .
7.%; olgids L (45— 5 ) uol0é: =
3
R

anR (33
2R

3 28

47ng A 47tR2 P >
o piia1)e: — T pRiw()e+ 2§V (gfa,)av+
N

3 M\ 725 5 )HeWe=

47R* (9 9 X .\, AmR*
== (26 + ZR) Ue(1)é; — mijqlie(1)é; — PRy (t)é,+
=0 —tio(t)
N Fitae v 47R? 3 m A
pP— m esfera — 30 n 25 5 IWup\t)éz,

onde my;q € a massa de fluido incompressivel contida num volume igual ao
da esfera, € Vegfera € 0 volume da esfera. Portanto:

21 R . 4mwR*
Fdrag ( = ) 767tnRuw( ) <1 + 5> mhquw(t)e pRuw(t)eZ+
. 2nR2 2 o\'?/ 3 2.14
—Miig80w + T;n (Z}) <_2 _3> Ug(t)é; ( = )

270 cdlculo de (106) segue trivialmente sobre a esfera. Tomam-se os versores é, =
sinf cos@ &, + sinBsing &, + cos@ é,, ég = cosB cos é; + cosOsing &, —sinf &, e o elemento
de superficie em coordenadas esféricas dS = R?sin@ d8 d¢, sendo os limites de integragio 8 €
[0;7] e ¢ € [0;27].



R\ . ... 4mR*
= —67TNRuy(t) (1 + 8) 2 — Mg (—8ow + &) — TPR“w(’)ez+

o 9aR 2 (pe'P
mMig80w 273 o \2n lg(t)é; ..

- R ATR?
Fole, = —67nRu (1) <1 + 6) é,— ——PRiiy(t)é,+

92zR22n (po\'* ;
_23((’)7({;”) ligy ()2 — Mg . (2.107)

Conforme dissemos anteriormente, o que chamamos de for¢a de
arrasto € a forca total que o flui-do faz na esfera, que € a forga viscosa mais
o empuxo. Como queremos determinar o que passaremos a chamar de efeito
eminentemente viscoso (todos os efeitos, descontado o empuxo hidrostético),
chamar-se-d4 F, sem o subindice drag, o que, no caso em questdo, serd
denotado F? ¢ que, entdo, notando que mjiqg é o empuxo, permite que
reescrevamos (2.107):

. . R\, 4nR* . .
FO(O + (_mliqg) — —67[T]Ruw<l) (] =+ 6) e, — TpRuw<I)ez+

) 1/2 (232
—37R? <Z)p> Ilw(l‘)éz —mjgg ..

1/2
FO° = —67nRuy(1) (1 + 1;) ¢.— 3R’ <22’)p) (1 + gg) lig (1)2-.
(2.108)

Notemos que para a forca acima que chamamos de efeito eminentemente
viscoso, forca emeninentemente de arrasto, e dado que num movimento os-
cilatério de freqiiéncia @ a velocidade e a aceleragdo ndo estardo sempre
apontando no mesmo sentido, haverd momentos em que a segunda parcela da
mesma realiza trabalho motor. Isso pode parecer contraditério a nomenclatura
que usamos acima, efeito eminentemente viscoso, para F 0w pois remete a
idéia de dissipacdo. Lembremos que o que chamamos de for¢a eminente-
mente de arrasto € a for¢a que o fluido faz na esfera sem o empuxo. Ob-
viamente, ao retirarmos 0 empuxo nio estaremos retirando todos os efeitos



do tensor de pressdes sobre a superficie da esfera. O tensor de cisalhamento
%9 esse sim, é totalmente dissipativo, porém, o de pressdes, em determina-
dos momentos, serd o que introduzird energia proveniente do fluido a esfera.
Ratifique-se, entdo, que a for¢a de arrasto que buscamos, a forca eminente-
mente de arrasto, € a forca total que o fluido faz na esfera, sem o empuxo.
Resolvemos, entdo, o problema oscilante. Precisamos, agora, aplicar

o principio da superposi¢cdo a (2.108) para todas as freqiiéncias possiveis,
pois nossa velocidade desconhecida da esfera, esta dada por (2.42) no inicio
do regime transitdrio. Notemos que, de (108):

lim 700 *2) fim oo —

o—0 §—o0

—6mNRuy(1)é, + [37rR2 2np)"*uo(t) lim <’“’) +
w—0 \/5

. 2R o\'? (—iw
3nR2(2np)1/2uo(t)£Lno<9> (Zn) (\/la)]éz_én'nRuo(t)éZ,

ou sejﬁ temos o regime de Stokes a baixas velocidades quando @ — 0, i.e.,
na iminéncia do movimento, conforme esperado.

Devemos escrever (2.108) em fungdo de @, para que apliquemos o
principio da superposi¢do. Entdo, reescrevendo (2.108), temos:

1/2
Fo0 22 _6mn Rug (1)e, — 6N R U (1) (Z) w'?e.+

—37R* (2np)" 2 0 i ()é.+

1/2
—37R>(2np)? 012 RN (P 0"y (1)é.. (2.109)
9 2n
Utilizando, novamente, iy () = —i®uy(t), temos, para (109):

. /2
200 _ 5 2 (—ioue(t) (p 1/25
F"® = —6mnRuy(t)é, —6xNR Cio) on 0'/"é+

2R
—37R* (2np)' 2 0 iy (t)é, — 3nRp (9) lig(1)é, =

28Deve ser notado que aplicamos a identidade: i (1) = —iwug (1), no cdlculo do limite acima.



p 1/2
= —67mNRuy(1)e. —67rnR2<2n> li ()i %6+

—37R* (2np)' 2 0 iy (t)é, — 3nR2p (29R) li ()2, =

4 2 1/2
— 67N Rue(1)é, — 3TR? (gnp) ity (1) 0~ V20, +
2R3

—37R (21p)'? 0 it (1)6: — T piia(1)2:

o . . 2R3 d . ‘
FO(D = —67'[1’]R/’lw€7lwtéz — ETPE (hweilwt) éz+

d .
—37R2(2np) % 0 1/2(1+z)d— (hoe ™) e,. (2.110)
Retornemos as equagdes (42):

. poM M

W) = lim — / hoe @do = lim [ hee @ dv;
—-M M—co -M

(2.47) :

M
he = lim W (1)e®%dr.
M—eo J M

Notemos que, na realidade, ainda que a tenhamos feito uma alusdo
heuristica a uma velocidade componente de Fourier, hpe '@ & uma densi-
dade de velocidade por freqiiéncia v (velocidade/v), com dimensao de com-
primento. Temos, entdo, que (2.110) nos fornece, na realidade, a densidade

de forca de arrasto viscoso por freqiiéncia v, i.e.,

dF°

dF° P
= F0o — 2= dF° = EFO“’dco. (2.111)

dv

Entdo, substituindo (2.110) em (2.111), integrando de —oco a oo nas
freqiiéncias de Fourie@

29 A representatividade dos campos por suas respectivas integrais de Fourier necessita de todas
as freqiiéncias para que haja completeza e, portanto, convirjam as integrais representativas. Note-
se que na interpretagdo de que @ seja a freqiiéncia angular de oscilagdo dos elementos de fluido
no infinito, com velocidade /zwe’i“” , temos que @ = 2x/T > 0, pois o periodo T ¢ fisicamente
uma grandeza positiva. Isso serd levado em conta logo em seguida, no célculo da integral sobre



FO= —677:11R hm —/ hee "' dwe.+
27R® d (1 . i .
— 3 pa (27‘[[&@&\/_th€ dw eZ+

M
—37:R2(2np)‘/2(1+i)ilim/ Lﬁ(h e dwe, (2.112)

27 M=o J_pr /2 dt
Notemos que:
d ] —iot . i —iot . . i —iot . —it
7 (hwe ) = —iwhgye =gy = (—la)hw) e = (i), e ',

sendo, obviamente, (i), os coeficientes da representagdo de #(f) por uma
integral de Fourier, i.e.:

(2.113)
M

. T . ioT

(u>w_11}]inm,,Mu<T)e dr,

donde, levando isso em consideracdo, e usando (2.42), reescrevemos (2.112):

2nR3 .

FO= {—6nnRhO(t) —

M (2.113)

_3R2 1/2 1 N i ], QU
saf (2np) 2 (140 o tim [ (@) e aw| o *L

. 2nR3 .
= {—6m1Rh°(t) — n—pho(t) +
_ 2 1/2 L —zco(t 7)
3R (2np) /" (1+41) 2 Nlllinm/ / w1/2 drda)} é, ..
q . 2R3 . 1
FO = [—67rnRh0(t) - ﬂTphO(t) 37k 2np)" (141) -

as freqiiéncias de Fourier.



M M ‘
T A —io(t—71) N
Jim [ . [ L oh(ee drda)} é.. (2.114)

Tomando a parte real de (2.114), temos a solugdo fisica da forga.
Mantendo a notagdo F° para a forga de arrasto no transitério, temos, entio:

3
F‘O{mnmo()mp (1) — 3717R2(2np)1/29i[(1+i)21n
T —1a)(t T) 5
A/lllinm/ /Mw1/2 drdw”ez, (2.115)

onde RN retorna a parte real do contetido entre colchetes em (2.115), donde
estd, assim, dentro das consideracdes até aqui feitas, resolvida a equagdo
(2.23) para o transitério. Na esteira do que foi discutido na nota de rodapé
29, temos que os termos de velocidade hgye '@ tornar-se-do hge (@) 3
medida que tomarmos valores negativos para @ quando da integragdo nas
freqiiéncias de Fourier, mudando a forma anterior se mantivermos ® > 0,
este, na condi¢do de ser fisicamente positivo. Assim, temos que permitir a
representacgdo dos campos, o que impde @ € [—oo; oo], €, concomitantemente,
a forma /e’ com @ positivo. Para lidarmos com essa idéia, retornemos
a equacdo (2.110). Essa equagdo foi deduzida em termos das oscilagdes
fisicas no fluido, portanto @ > 0 nessa equag@o. Porém, ao integrarmos essa
equacdo, na marcha da equagdo (2.110) a (2.112),  devera percorrer a reta
real, sem que tal operacdo matemdtica interfira no problema fisico. A tnica
maneira de conciliar as duas necessidades, manter @ > 0 na integranda, o
que garante coeréncia fisica, e permitir que @ percorra os reais na integragao,
mantendo a forma da integranda neste percurso, é tomando |®| na integranda.
Definamos a integral:

1:/ / o2 ii(2)e 191D geodr —

o 0 ]
— / / ()2 hi(2)e O geodrt

+/w /.ww*l/zh(r)e*"“’(’*f)dwdr:
J—o0JO

_2/ / o~ V2i(1)e D) dadr. 2.116)



Tomando o intervalo de integragdo em T como (—eo; f] U [f; o), reescrevemos
(2.116):

t poo )
1= 2/ / o 2h(t)e P dwdT+
—J0

+2 / / o 2h(t)e " P dwdr. (2.117)
t 0

Fazendo a transformac@o x = ie(¢ — 7) em (2.117), reecrevemos (2.117):

I= \%/jm (./O.imxl/zexdx) j%dﬂ_

+ \%/tm (/Oimx_l/ze_xdx) j%d’t =

1= \%/jw (/Oimxl/zexdx> j%dr—l—

2 (" i h(7)
+\ﬂ/z (/0 by e dx) 7\/_71de. (2.118)

A segunda integral foi reescrita nessa forma pois 7 > ¢ nesta integral, de modo
amanter /T —¢ € R. As duas integrais idénticas entre parénteses na equacio
(2.118) sdo integrais na varidvel complexa x. Nessa integragdo, podemos
tomar um caminho de integracdo que coincida com o semi-eixo imaginario
[0+ €; )i, 0 que implicard 0 mesmo resultado que a integral sobre o semi-
eixo real, com, agora, x € R, [0+ €; ), com € — 0. Mas tal integral é
exatamente a funcdo gama de 1/2, i.e., o resultado das duas integrais entre
parénteses em (2.118) é T'(1/2) = +/&. Assim, reescrevemos (2.118):

2 ' h 2 = h
I= ﬁ/ (D) 4z ﬁ/ (D) 4z, (2.119)
Vi JeeI—7 iiJi VTt
Agora lembremos que aa raizes quadradas nessa integral sdo provenientes
da equag@o (2.32) para a profundidade de penetracdo, introduzida nessa in-
tegranda quando das passagens da equagdo (2.106) a (2.109). Tal raiz so-

mente deve considerar a raiz sem o sinal negativo, pois o sinal a ser tomado
j4 fora definido na marcha que leva da equacdo (2.31) a (2.32). Assim,




tomando somente a raiz positiva de i, na equacdo anterior, e dado que tal
raiz é /i = (v/2/2)(1 +1i) (confira o cilculo de dessa raiz na marcha (2.28)
— (2.29)). Assim, reescrevemos (2.119)

=N e B [ e

O termo que requer a parte real, na equagdo (2.115), é R[(1 + i)I], sendo,
entdo, dado por:

(2.120)

1 7 (2.120)
E%[(I—H)] =

\/ﬁ/ 2.121)

Substituindo esse resultado em (2.115), obtemos a for¢a de arrasto no regime
transitério para o escoamento dentro das hipéteses de validade de lineari-
dade, validade da equacdo (2.27), conforme discutimos anteriormente. As-
sim, temos:

— . 3 . 1 2
FO=— 67mRh°(t)+MTRph°(t)+6\/%R2(np)‘/2/ Mdr} é,.

—00 t -
(2.122)

2.6 Aplicacdo da Equacio (2.122) a MRU Instantaneo

Seja um referencial inercial que, aqui, nesta subsecdo, serd chamado
de referencial inercial do chdo, onde se prescreve um campo g, referencial
inercial este preenchido com um fluido em repouso e com uma esfera imersa,
esta também em repouso (podendo haver, ou ndo, um vinculo ideal que
segure a esfera sem perturbar o fluido). Coloquemos todo o fluido a subir
nesse referencial com Velocidad v(t)é,, com v positiva, sem que a esfera
saia do repouso, e apliquemos a equagdo (2.122) nesse caso. Alguém poderia
argumentar se poderiamos utilizar o método que temos adotado, dado que
a situacdo aqui proposta, do ponto-de-vista de uma queda da esfera, dado
que a esfera ndo estaria caindo em relacdo ao referencial inercial do solo,
ndo seria andloga. Quando a esfera é colocada no fluido, para que fique
sempre em repouso no referencial inercial do chdo, deve haver o somatdrio

300 caso especial de MRU serd tratado somente ao final desta subsegdo, como caso particular
do que aqui se explanara.



nulo de forgas FO — PiigVEg + PV g+ D=0, onde FO ¢ a forca eminente-
mente viscosa que o fluido faz na esfera, —pjiqVg o empuxo hidrostatico
sentido pela esfera, p,,V g o peso da esfera e Da forca que um vinculo, um
dinamometro, eventualmente, faz, além das outras, para manter a esfera em
repouso no referencial do chdo. Ainda, pjiq € a densidade do fluido, p,; a
densidade da esfera de massa m, V, o volume da esfer e g a aceleragdo
local da gravidade no referencial do chdo. Supo-nhamos que alterdssemos
a densidade da esfera até o valor p, de modo a ter uma situacdo em que
D=0, situag@o de queda, i.e., esfera somente sujeita ao campo e ao fluido.
A situagdo de equilibrio de forcas agora seria F o _ PiqVE+ pVE = 0.
Agora, se a forca eminentemente viscosa for equivalente nas duas situacdes,
deveremos ter FO = F' = D = (Pg — pm)VE. Isso quer dizer que, se a
natureza se comportasse de modo a serem equivalentes as tais duas situacdes,
entdo o dinamdmetro teria de medir (p, — p,»)V g, sempre que utilizdssemos
uma esfera de massa p,, que tivesse apresentado valor nulo no dinamoémetro
na situagdo em que fosse p, a sua densidade, mas ndo podemos garantir
isso. Porém, a reciproca € suficiente para que garantamos equivaléncia nos
tratamentos. Se medirmos D # 0 em um dinamdémetro para a esfera de
densidade p,,, teremos que F° — PiiqVEé + pmVE + D = 0, garantido pela
segunda lei de Newton. Assim, tomemos uma esferzfiz] com densidade
tal que D = Dé, = —(p; — pm)V8é, = py = Pm — D/(Vg) e coloquemos
o experimento de modo a que um sensor imagindrio medindo a forca
eminentemente viscosa mude o regime de escoamento até que a forca emi-
nentemente viscosa agora medida, mantendo-se p;, = p, fixo, seja a mesma
que a da situagdo com densidade py, i.e., FY = F°. Nessas condigdes,
F¥ — pigVg+ppVg+D =0, F* — pigVg + (pw — D/(Vg))VE+ D' =
0= (F°— plqu§+pmV§+5) +D' = 0. O termo entre parénteses do lado
esquerdo da igualdade na equag@o anterior é nulo, donde D' =0, ou seja,
temos a situagdo de queda, sem o vinculo D'. Ainda que haja equivaléncia em
relacdo a forca de arrasto, o escoamento mudou, pois o tal dispositivo ima-
gindrio teria de modificar o escoamento para que, a medida que alterdssemos
o vinculo, mantendo a situag@o de equilibrio, a for¢a eminentemente viscosa
se tornasse a da situacdo em que a densidade da esfera era p,,. Assim,
poderiamos ter que a situa¢do de queda em que a densidade da esfera é p,,
ainda que equivalente quanto ao cdlculo da forca de arrasto, ndo o seria
em relagdo ao campo de velocidades. No referencial do chdo, na situagcdo

31 Tomaremos esferas de mesmo volume V nos dois casos que aqui se elencam.
32Vide nota de rodapé 30.



em que p,, = Py, se alterarmos o vinculo, para que se mantenha a situagio
de equilibrio, teremos de modificar o arrasto viscoso, o que, a principio,
demanda a alteracdo do campo de velocidades, alterando as condi¢des de
contorno. Assim, a nova condi¢do de contorno no inflinito, no referencial
do chao para o problema que aqui nesta subsecdo tratamos, teria de ser, na
auséncia de vinculo, v'é,. A condi¢io de contorno na superficie da esfera,
com ou sem vinculo, é de velocidade nula, pois a esfera estd em repouso,
com ou sem vinculo, no referencial do chdo. Mas, como sabemos, a forga
de arrasto depende do nimero de Reynolds Re = 2RV'p/7, onde p € a
densidade do fluido, independente da densidade da esfera. Como a forga
de arrasto € invariante nas duas situa¢des, temos que V' = v, donde nio se
alteraram as condi¢des de contorno (mesma equagdo diferencial, teorema da
existéncia e unicidade), e os campos serdo os mesmos nas duas situagdes.
Tudo isso poderia ser simplesmente demonstrado pelo fato de que ndo ha
como o fluido distingiiir a natureza do vinculo nas duas situacdes, seja ele
exercido por um dinamdmetro ou pelo excedente de forca peso que se pds ao
se variar a densidade da esfera. Assim, serd sempre reprodutivel a situacao
de repouso com vinculo externo por outra em queda sem vinculo sem que se
altere a situacdo fisica do escoamento, i.e., equivalentemente, se utilizarmos,
para a situacdo de queda, esfera de mesmo volume mas com densidade
Py =pm—D/(Vg), onde p,, e D sdo obtidos da situagdo em que hd equilibrio
com o vinculo D = Dé,. Note-se que o que denominamos referencial do chao
aqui nesta subsecdo € o proprio referencial da esfera, pois a mesma estard em
repouso em relacdo a0 mesmo, com ou sem auséncia de vinculo. Em toda
a nossa discussdo nas se¢des anteriores, chamamos de referencial do chéo,
em relagdo ao qual a esfera cai, aquele referencial em que os elementos de
fluido no infinito estdo em repouso. Como, no exemplo desta subsecdo, a
esfera estd num referencial inercial com campo externo prescrito g onde o
fluido, ocupando todo o referencial, sobe com velocidade vé;, ndo teriamos
a mesma condi¢do de contorno em que os elementos de fluido devem estar
no referencial inercial com campo prescrito externo g e com condicio de
contorno de velocidade nula dos elementos no infinito. Ou seja, o referencial
que era tomado como inercial nas se¢des anteriores nao era o da esfera, ainda
que este pudesse ser inercial eventualmente (como no caso de velocidade
terminal). N6s vimos, do célculo que nos fez chegar a equacdo (2.93),
que o campo nao-inercial medido na nossa balanga imagindria é dado por
—F“drag /m, obviamente na situagiio em que o referencial inercial é o externo
a esfera, atado ao chao, e com condi¢@o de contorno de velocidade nula dos
elementos de fluido no infinito. Seja o referencial S’ que sobe juntamente



com o fluido com a mesma velocidade do fluido no infinito, no exemplo desta
subseg¢do. Se os elementos de fluido no infinito estiverem acelerados, S’ serd
ndo-inercial, pois estard acelerado em relacdo ao referencial do chdo, que é
inercial na auséncia de g e do fluido. Como vé, é a velocidade de subida dos
elementos de fluido no infinito, temos que o campo g’ serd g —vé,. Agora,
esse referencial pode ser tratado como inercial com campo externo prescrito
g’. Tudo o que concluimos nas se¢des anteriores serd valido em S’ quanto
a aplicagdo da equacdo de (2.93). De fato. A segunda lei de Newton em S
requer que FO— PiiqVE + qug 0. Em S, dado que os efeitos de inércia
serao 1nser1dos ag para deﬁnlr g a segunda lei de Newton em S’ requer que

- plqug + qug =F" - piiqV (8 — vé;) +pq &- vez) = mg(—veé;).
Das duas equagdes anteriores concluimos que FO — plqug =F0— PiiqVé,
ou seja, a forga total que o fluido faz na esfera, empuxo mais efeito eminente-
mente viscoso, é a mesma nos dois referenciais. O lado esquerdo da equacdo
anterior € a forga total exercida pelo fluido na esfera, no referencial onde a
esfera cai. Porém, o empuxo nao serd mais o mesmo, conforme se depreende
da equacdo anterior, donde FY—F0 = —PiiqVvé;. O que essa equagio quer
dizer é que se tomarmos o referencial da esfera como inercial, o referencial
S, considerando o fluido subindo, ndo € equivalente, para efeitos eminente-
mente viscosos medidos nos respectivos referenciais inerciais, a considerar
o referencial da esfera em queda (referencial da esfera agora ndo-inercial),
método que usamos nas secdes anteriores, em que o fluido também sobe
de maneira idéntic A razdo € muito simples: Se num caso for inercial
o referencial adotado atado a esfera, no outro serd ndo-inercial, donde, a
menos de grandezas que sejam invariantes, como a forca total que o fluido
faz na esfera, por exemplo, ndo serdo esses dois referenciais equivalentes.
Obviamente, os dois tratamentos serdo equivalentes se o fluido subir com
velocidade constante. Resolvamos o problema desta subsecdo. Da equacdo
anterior, F0 = F¥ + PiigVvé;, e da equagdo (lembre-se que o referencial §',
que sobe junto com o fluido, para o problema nesta subsegao tratado, € o das
secoes anterioreﬂ (2.122), temos:

3
FO=— |6nnR(—v(1)) + MTRP (=v(1) +

33Note-se que a forca total que o fluido faz na esfera ¢ invariante.

34 Ainda que ndo-inercial aqui, considerado como tal, pois prescrevemos o efeito nio-inercial
ao campo g, algumas linhas acima, resultando no campo que se chamou g’ = g — vé,. Portanto,
leia-se F¥', em (2.122).



+6y7R (np)'/? /j (_:\/(_ii_)dr] é,+pvve,. (2.123)

Agora consideremos o caso particular do fluido subindo instantaneamente
com velocidade constante vpe,. Pata # < 0, temos que velocidade do fluido
é nula, i.e., v(r) = 0. Para ¢t > 0, temos que a velocidade do fluido é vy. A
aceleracdo v() do fluido é nula, exceto em ¢ = 0, quando € infinita. A variagéo
da velocidade dv do fluido no intervalo de tempo dt, ¢ € (0 — |dt| /2; 0+
|dt| /2), é dada por vy. Assim

0+\dt\/2
Vo = —/ (2.124)
Of\dt|/2

onde se estenderam as integrais até o infinito pois v(z) é nulo V ¢, exceto em

t = 0. Podemos interpretar a integral anterior dentro do escopo de teoria de
distribuicdes, dado que esta filtrando o valor vy, donde vemos que

/ B(t)dt = / V()8 (£)dt = vo = vo- 1 = vo / 5(t)dt — / Vo8 (1)d
W(t) = vo8(1). (2.125)
Onde 6(¢) € a fungdo Delta de Dirac. De (2.125) e (2.123), temos, parat > 0,

’ prob(e) + 6VR (1) x

(/ />V°6 dr]éz+§7tR3pv08(t)éz. (2.126)

Como estamos considerando ¢ > 0, podemos desprezar as deltas de Dirac.
Também, por causa disso, a segunda integral entre parénteses em (2.126) é
nula. A primeira integral é tdo somente vo/+/¢. Assim, temos que a forga de
arrasto na esfera que foi posta instantaneamente em MRU em ¢ > 0 é dada

por
FO(1) = 6mnRvo <1+R,/ﬂpm> 2., 1>0. 2.127)

Note-se que, ainda que a a esfera esteja em MRU, o fluido ndo entrou no

2R
|:67'CT]RVO +




regime estaciondrio, sendo, pois, que se atinge o regime estaciondrio de
Stokes cessado o termo de decaimento para f — oo,



3 A CRISE DO ARRASTO

3.1 O Problema Concreto

nimero de Reynolds local é dado por:

2Rve.p
Re=——, 3.1
n

onde o indice o refere-se ao regime estaciondrio de escoamento, sendo R o
raio da esfera em queda. Estaremos interessados na andlise do escoamento do
ar/fluido em torno da esfera em queda quando da fase estacionaria do escoa-
mento sob altos nimeros de Reynolds. A principal diferenca entre a equacio
de Navier-Stokes e a equagdo de Euler € a presenca da viscosidade naquela
e a auséncia nesta, sendo esta obtida daquela quando da imposicao de nuli-
dade da viscosidade. E resultado por nés conhecido da andlise da equagdo de
Navier-Stokes para baixos niimeros de Reynolds que a vorticidade V x ¥ sat-
isfaz a equacdo diferencial parcial do calor, sendo, assim, que tem uma queda
exponencial proporcional ao afastamento da superficie da esfera. Tanto para
baixos quanto para altos nimeros de Reynolds, ha a condicdo de contorno
de ndo-escorregamento na superficie da esfera, imposi¢do que exige o anu-
lamento do vetor velocidade na superficie da esfera, ndo somente da compo-
nente normal, como no caso nido-viscoso. Assim, deve haver o decréscimo
obrigatério da velocidade até o anulamento na superficie da esfera, nos es-
coamentos viscosos, independentemente do nimero de Reynolds. Quando o
nimero de Reynolds ¢ baixo, essa condi¢cdo de contorno € mais suave do que
quando o nimero de Reynolds ¢ alto, perfazendo regides tdo mais préximas
da superficie da esfera que contenham menor suavidade de gradiente de ve-
locidades a propor¢do do incremento no nimero de Reynolds, i.e., perfazendo
uma camada limite de borda exponencialmente distante da superficie tdo
menos espessa quanto maior o nimero de Reynolds. Nessa regido, camada
limite, hd maior intensidade de vorticidade. Com nimero de Reynolds sufi-
cientemente alto, os efeitos cisalhantes e rotacionais estardo confinados a uma
regido proxima da superficie da esfera e a regido mais afastada com escoa-
mento aproximadamente irrotacional, ou seja, potencial. Esperamos que um
escoamento onde € alto o nimero de Reynolds seja, em grande parte do flu-
ido, exceto nas imediagcdes da esfera, e em regides ndo-lineares, semelhante
a um escoamento com baixa viscosidade. A rigor, quando nos referimos a

Vide grifico referente a crise do arrasto (queda brusca da forga de arrasto) na pagina 51.



ser um escoamento com baixa viscosidade, estamos nos referindo ao baixo
cisalhamento nas regides mais afastadas da esfera, além da camada limite, o
que retira a parcela que contém I na equagdo (2.3) nessas regides, mas nio
pelo que seria nula a viscosidade 1 nessas regides, dado que 1 é constante.
Matematicamente, o escoamento mais afastado € tratado como irrotacional,
pois no infinito, quando do estaciondrio, o campo de velocidades do fluido é
constante, sendo nulo o rotacional no infinito. Assim, a circulacdo em torno
desse ponto irrotacional no infinito €, pelo teorema de Stokes, Vx¥-dd = 6,
onde & é a drea circundada pelo contorno infinitesimal adotado. Como no
infinito serd valida a equacdo de Euler pelo baixo cisalhamento quando é
alto o nimero de Reynolds, ndo havera efeitos relacionados a fric¢do interna
no infinito e também nos locais de validade aproximada da equagdo de Eu-
ler, sendo pois que o fluxo serd adiabdtico nessas regides, isentrépico, sendo,
portanto, vélido o teorema de conservacdo da circulacdo e, assim, serd nula a
vorticidade ao longo de todas as linhas de corrente que estejam na regido de
validade aproximada da equacdo de Euler, ou seja, em toda essa regido fora
da camada limite (ndo incluindo o wakeﬂ pois neste ndo € valida a equacdo
de Euler). Portanto, a regido fora da camada limite € irrotacional e passivel
de ser tratada em termos de potencial. H4 uma diferen-¢a fundamental en-
tre o tratamento que daremos aqui e o que de praxe é adotado em relagdo as
condigdes de contorno na regido potencial: ndo adotaremos que o campo seja
o da solugdo potencial apenas no infinito; adotaremos que o campo seja poten-
cial numa distincia 8 da superficie da esfera que permita, dentro de critério
a ser adotado, tomar o campo de velocidades pareE] r > R+ & como sendo o
obtido pelo tratamento potencial, i.e., pela soluciao da equagdo de Euler. Isso
posto, pelo que sendo suficientemente alto o nimero de Reynolds, teremos
a regido potencial mais préxima da superficie da esfera do que matematica-
mente a terfamos caso a puséssemos no infinito e resolvéssemos as equacdes
de camada limite (Prandtl). Tomemos, entdo, uma regido muito préxima da
superficie da esfera, de modo que tenhamos o plano formado pelos versores
g e &y. Tomemos o eixo local normal ao plano com versor é,. Temos, entdo,
que, nessa regido diminuta, podemos tomar a equacdo de Navier-Stokes em
coordenadas cartesianas com eixo Oy ao longo de é,, com escoamento de
parte da camada limite de espessura & no plano dos versores ég € &4, que
serd, para a andlise que brevemente faremos, o plano xOz. Na fig. 3 estd es-

2Esteira de vértices que se forma atrds da esfera devido a efeitos ndo-lineares, quando do alto
nimero de Reynolds.

31, 6 e ¢ sdo coordenadas esféricas com origem no centro da esfera e plano azimutal paralelo
ao chio.
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Figura 3: Desenho esquemadtico de parte da camada-limite.
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Em (3.2) (LANDAU; LIFSHITZ, (1959) est4 a equacdo de Navier-Stokes
para o escoamento planar localmente considerado e também a condicdo de in-
compressibilidade. Omitimos o termo d¥/dt, pois estamos aqui considerando
o regime estacionéridﬂ Também omitimos o termo de campo nao-inercial,
dado que o mesmo nao inﬂuenciareﬂ na andlise que agora fazemos. Estando

4Mesmo que tenhamos um processo de turbuléncia na camada limite, como consideraremos
mais adiante, teremos, caso ndo haja convencimento, por forca de hipé6tese, que o escoamento
turbulento médio serd estaciondrio, i.e., feito sobre o ensemble dos campos turbulentos de ve-
locidade

5 A rigor, devemos inseri-lo como o gradiente de um campo potencial, i.e., F = ﬁ(pﬁ, pois F

~

¢ irrotacional. Feito isso, na andlise que se sucede para p, obterfamos dp’/dy = 0, onde p’ =
ini ext

. Xt 13 i i
p@p/m+p. Assim, (poz/m+p)™ = (pop/m+p)™ = po¥ /m+ p™ = (p@z /m+p)™,
onde os indices ext e int referem-se ao exterior e ao interior da camada limite, respectivamente.



num regime em que a camada limite seja suficientemente fina, i.e., 6 << R,
torna-se claro que o fluxo serd predominantemente paralelo a superficie da
esfera, dentro da camada limite. Temos, entdo, que vy /vy << 1. Por causa
da condic¢do de ndo-escorregamento na superficie da esfera, e do alto nimero
de Reynolds, a velocidade variard muito rapidamente com y, ao nos afastar-
mos ligeiramente da superficie da esfera, com varia¢do aprecidvel a distancias
da ordem da largura da camada limite &, por hipétese. J4 ao longo do eixo
Ox, a velocidade variara muito mais lentamente, i.e., somente a distincias
compardaveis a dimensao da esfera. Esperamos, entio, que as variacdes de ve-
locidade em relacdo a y sejam muito maiores que as em relacdo a x e vemos
que, nesta aproximacdo, pelas equagdes (3.2):

Ip . 9p

-V

N Sy =0, (3.3)

na regido da camada limite. H4 dois pressupostos essenciais para a validade
da equacdo (3.3), necessariamente: camada limite suficientemente fina e es-
coamento tangencial dos elementos de fluido interiores a camada limite em
relacdo a superficie da esfera. Se o escoamento for laminar, uma camada
limite suficientemente fina terd necessariamente que possuir escoamento de
seus elementos de fluido tangenciais a superficie da esfera. Porém, se o escoa-
mento ndo for laminar, uma camada limite suficientemente fina laminarmente
pode ndo o ser nao laminarmente para efeitos de tangéncia de seus elementos
de fluido. Assim, poderia haver discrepancia entre o campo de pressdes na
borda da camada limite em contato com o escoamento potencial e o campo
de pressdes interno a camada limite, nesses casos de nao-laminaridade, ainda
que a espessura da camada limite seja suficientemente fina para um caso lam-
inar, reiteramos. Porém, pode haver um valor de espessura de camada limite
que, mesmo em sendo turbulenta a camada limite, tal espessura seja sufi-
cientemente fina para que os campos de pressdo externo e interno sejam os
mesmos, ainda que nio tenhamos tangéncia dos elementos de fluido inter-
namente a camada limite. A equagdo (3.3) ndo € uma condi¢@o suficiente
para a tangéncia dos elementos de fluido da camada limite. No caso laminar,
porém nao suficientemente fina a camada limite, teremos discrepancia entre
0s campos externo e interno a camada limite. N6s veremos da anélise ter-
modinamica que faremos da estabilidade do equilibrio do ponto de separacdo
na iminéncia da crise do arrasto que deverd haver um aumento na desordem

Isso é exatamente o que faremos com o campo de pressdes, tomando o campo de pressdes externo
a camada limite, porém adotando o potencial ndo-inercial na expressdo para o campo de pressoes
externo como sendo o potencial ndo-inercial interno.



dos elementos, primeiramente, nas regides proximas a superficie da esfera
e, depois, nas regides mais afastadas em dire¢do a borda da camada limite.
Isso significa, dentro das considera¢des que aqui faremos neste trabalho, que
a camada limite, quando da crise do arrasto, fica turbulenta, primeiramente,
nas regides mais proximas a superficie da esfera, como deverfamos esperar,
dado que af estardo mais fortemente concentradas as vorticidades e os efeitos
ndo-lineares devidos ao cisalhamento mais intenso na superficie da esfera.
Assim, no momento da crise do arrasto, esperamos que os elementos de flu-
ido mais préximos a borda externa da camada limite continuem tangenciais
a mesma, e, portanto, a direcdo paralela a superficie da esfera, pois a ca-
mada limite serd supostamente fina dado o alto nimero de Reynolds, donde,
nessa regido interna a camada limite, e proxima da borda externa, teremos
a validade de (3.3). J4 nas regides mais proximas da superficie da esfera,
ndo teriamos a validade de (3.3), a rigor, a menos que a camada limite fosse
suficientemente fina para tal. Isso ndo serd empecilho para nés, pois tomare-
mos nossa superficie de controle na regido onde poderemos aplicar a equagao
(3.3), sendo que ainda que ndo saibamos o campo de pressdes na superficie
da esfera, na regido da camada limite, obteremos o resultado correto para a
forca de arrasto. A equagdo (3.3), dentro da validade para sua aplicabilidade,
nos diz que haverd um baixo gradiente radial de pressdo, sendo as variacdes
de energia cinética dos elementos de fluido facilitadas tangencialmente, ndo
radialmente. O escoamento externo a camada limite onde o fluxo é potencial
serd denominado mainstream.

Seja, para a andlise que faremos por algumas linhas, o escoamento
inicial de nossa esfera que cai, i.e., que ainda ndo tenha sido atingido o
estacionarid®] de velocidade limite na iminéncia da crise do arrasto. Ao
se afastar do equador (nossa esfera cai verticalmente para baixo com seu
seus pdlos sul—norte na vertical e direcionados para cima), em direcdo ao
pélo norte, um elemento de fluido na camada limite sentird um aumento
de pressdo, o que comunicard ao elemento um decréscimo em sua energia
cinética. Efeito oposto ocorrerd do polo sul ao equador. Eventualmente,
para um dado nimero de Reynolds, toda a energia cinética de tal elemento
de fluido podera ser retirada no pélo norte. Nesse instante, a camada limite
estard na iminéncia de iniciar seu descolamento da esfera, sendo o ponto
inicial de descolamento o pdlo norte da esfera.

6Quando falamos estacionario, queremos dizer estado estacionrio.



Com o aumento do nimero
de Reynolds, o descolamento
se sucede até um valor lim-
ite Os nas proxi-midades do
equador da esfera, sendo os
pontos de descolamento sobre
a esfera, pontos de veloci-
dade nula para elementos na
camada limite que se desco-
lam, deno-minados pontos
de estagnagdo/separacdo in-
boundaly |ayer stantdnea nas vizinhancas da
superficie da esferzﬂ Assim,

as derivadas do campo de

Figura 4: Esfera em queda. Camada-limite velocidades nessa Vizjnhanga
(boundary layer), pontos de separacdo, serdo nulas, implicando a
wake, mainstream e angulo de separacdo 0s. npulidade do cisalhamento
na vizinhanca do ponto de

separagdo. Os elementos de fluido para cima dos pontos de estagnacio t€m
inversdo de velocidades, gerando um backflow nas partes da regido acima
do pdlo norte da esfera, denominada wake. Havera formacdo de vdrtices,
rarefagdo e zonas de baixa pressdo no wake. O descolamento da camada
limite se estabiliza num angulo s préximo ao equador. Desde o momento
do descolamento do ponto no pdlo norte até a sua gra-dual, porém rapida,
estabilizacdo nas proximidades do equador, a camada limite é laminar com
nimero de Reynolds suficientemente baixo para isso. Quando o angulo de
descolamento se estabiliza, o nimero de Reynolds continuard aumentando
até um valor que tornard iminente a crise do arrasto (pois estamos sob a
hipétese de que o estaciondrio dar-se-4 na iminéncia da crise do arrasto, onde
¢ alto o ndmero de Reynolds). Nesse processo, ainda sob o dngulo de desco-
lamento fixo 6y, a camada limite sofrera transi¢cdo de laminar a turbulenta. No
estacionario, na iminéncia da crise do arrasto, o escoamento tera trés zonas

mainstream
weaJsuiew

"Note-se que na superficie da esfera todos os pontos relativos a elementos de fluido terdo
velocidade nula - pela condi¢cdo de ndo-escorregamento, inclusive no ponto de separagcdo. A
inversdo no campo de velocidades que gera a separagdo déd-se nos elementos de fluido den-
tro da camada limite que escoam, i.e., que ndo estdo em contato direto com a superficie da
esfera. Assim, o ponto de separacdo encontra-se na vizinhanca da superficie da esfera neste
ponto. Nessa vizinhanga, na hipétese de velocidade tangencial a superficie da esfera, teremos
V(S) = vg(S)ép +0é, +0éy = 0, plausivel dentro de condigdes de laminaridade nessa vizinhanga
da separagdo, onde S designa a vizinhanga do ponto de separagio.



bem caracteristicas, com a camada limite descolada ainda sob o dngulo Os
perto do equador: o wake, ou esteira de vortices na parte superior acima dos
pontos de separagdo, extensio de camada limite descolada separando o wake
do mainstream e o mainstream. Nessas condi¢des a camada limite ainda
possuird uma zona laminar nas imedia¢des de fronteira com o mainstream,
mas conterd regido turbulenta nas imediacdes da superficie da esfera. Tem-se
entdo um equilibrio delicado que serd analisado no escopo da termodinamica,
sendo que a quebra de tal equilibrio faria com que a camada limite ficasse
turbulenta em sua totalidade pela conveccdo de vorticidade oriunda do wake
quando da quebra de separacdo entre as duas regides (wake) na crise do
arrasto. [Essa mistura por convec¢do entre wake e camada limite ocorre
durante um intervalo de tempo pequeno em que o ponto de separagdo sobe
para mais préoximo do pdlo norte, tempo suficiente para que a turbuléncia se
instale na totalidade da camada limite, fazendo com que caia drasticamente
o arrasto (Os diminui). Inicio de turbuléncia na camada limite é essencial
para o inicio da crise do arrasto e é exatamente nesse ponto de regime de
escoamento que poremos o nosso estaciondrio sob andlise. Isto é, suporemos
a iminéncia da crise do arrasto, com camada limite colada no ponto de
separa¢do laminar assintético Os, com elementos de fluido no interior da
camada limite com perda de laminaridade por turbuléncia nas proximidades
da superficie da esfera e ainda com laminaridade nas proximidades da borda
externa da camada limite em contato com o mainstream.

3.2 Cilculo do Angulo de Separacao Oy

(SCHLICHTING, [1979) Como estaremos aqui interessados na
determinagdo do angulo assintético (vide fig. 3 abaixo) laminar de separacgao,
pois o mesmo desenvolve-se rapidamente ainda quando de nimeros de
Reynolds baixos e, conforme colocado anteriormente, serd esse o angulo em
que se encontrard descolada a camada limite quando da iminéncia da crise do
arrasto, segue-se o cédlculo de camada limite laminar baseado nas equagdes
de Prandtl com condigdes de contorno no infinito. As equacdes de Prandtl
para a camada limite foram adaptadas para o caso de corpos axissimétricos
com eixo de simetria paralelo ao fluxo no infinito por E. Boltze. Seja x o
comprimento de arco de circunferéncia medido em relacdo ao pélo sul da
esfera até um ponto arbitrério Q sobre a esfera tal que xp € [0;TR]. Sejay a
altura radial a partir desse ponto. Seja o plano ortogonal ao eixo de simetria
da esfera paralelo ao fluxo no infinito e passando por Q. A intersec¢do
desse plano com a esfera é uma circunferéncia de raio r(x). Denotando
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Figura 5: Desenvolvimento assint6tico para o ponto de separagdo. Assintota
ja em baixos nimeros de Reynolds onde o regime ainda é laminar. Angulo
medido a partir do pélo sul. (WU CHIH-YUNG WEN, 2004) (SCHLICHTING}
1979) (ACHENBACH, |1972)).



as componentes de velocidade paralela e normal a esfera em Q por u e v,
respectivamente, e o fluxo potencial por U(x) nas imedia¢des da superficie
da esfera, E. Boltze determinou as equacdes de Prandtl para a camada limite
de corpos axissimétricos com eixo de simetria paralelo ao fluxo no infinito:

du_ du. odu_ 19dp 1nd’u
o "ox Vay T poax  pay

(34
ad (ur) n d(vr) 0.
ox dy
com as respectivas condi¢cdes de contorno:
y=0: u=v=0; y=oo: u=U(x,1). (3.5)

Podemos, sem perda de generalidade, analisar o caso laminar estacionario,
pois estamos interessados, aqui, no angulo de separag¢do laminar. Para isso,
introduz-se uma fungéo de corrente W (x,y) tal que:

1a(yr) _dv
L1 oy,

T 9y dy’
(3.6)
_Lolyn) oy ldr
r dx  dx rdx
Tal funcido de corrente transforma a equagado (16) em:
oy I’y oy  ldr \ *y dUu nd*y
- ==+ | == =UU—+—== 3.7
dy dxdy (3x+rdxw dy? dx+p dy?’ (3.7)
com as respectivas condi¢cdes de contorno:
0 w=0 Y0 yow: Y_
y=0: y=0, 7y =0; y=o0: ay—U(x). (3.8)

Expande-se o campo de velocidades local nas imediacdes da superficie da
esfera para o fluxo potencial U(x) numa série de poténcias na coordenada
curvilinea x, bem como o contorno da esfera r(x), sendo a fungdo de corrente
v (x,y) escrita como uma série em x com coeficientes varidveis dependentes
de y (série de Blasius), sendo que as funcdes coeficientes na série de Blasius,
funcdes de y, sdo previamente escritas independentemente de quaisquer



parametros particulares do proble-ma em andlise, pelo método devido a N.
Froessling. Obtém-se, assim, para o caso da esfera, a distribuicio de veloci-

dades u/U. = u (x/R ; (0/R) A/ Ume/n> /Us. Da condi¢do de anulamento
do cisalhamento no ponto de separa¢do du/dy|,_ s = 0, obtém-se:

1 —0,3925 (xs/R)* +0,0421 (xs/R)* — 0,00259 (xs/R)® = 0 =
xs/R=1,913rad . (3.9)

xs/R=m— 65 =1,913 rad = 65 = 1,229 rad = 70,4°. (3.10)

3.3 Analise Termodindmica da Estabilidade Mecéanica do Ponto de
Separacao

(LANDAU; LIFSHITZ, |1959) Sabe-se que um fluido pode estar em
equilibrio mecanico, ndo existindo movimento macroscépico, sem que esteja
em equilibrio térmico.

Consideremos a equagdo de Navier-Stokes para o nosso problema de queda
da esfera, i.e., a equagdo (2.22). A condi¢a@o de equilibrio mecanico para uma
regido do fluido requer que:

P+ Vp=0, (3.11)
m

pois vV = 0 em tal regido, por hipétese; sendo que essa condi¢do expressa
pela equacdo (3.11) pode ser satisfeita, conforme ja o dissemos, mesmo que
a temperatura nfo seja constante em tal regido. Pensemos na instabilidade do
equilibrio mecanico em tal regido como sendo conseqiiéncia da necessidade
de convecgdo, i.e., da necessidade de se misturarem diferentes partes do fluido
na regido mencionada para que seja estabelecido o equilibrio térmico. Assim,
a condicdo de estabilidade do equilibrio mecénico passa a ser a de auséncia
de convecgao.



Ao lado, encontra-se esquema-
tizada a vizinhanca do ponto de
separagdo assintético laminar, ponto
S, bem como destacado o valor
nulo do tensor de cisalhamento nas
vizinhangas de S, I's = 0. A regido
hachurada encontra-se supostamente
em equilibrio mecanico com os elemen-
tos de fluido em repouso nessa regido.
H4 uma suposta descontinuidade do
campo de velocidades nas bordas da
referida regidao em contato com o flu-
ido, conforme se infere do desenho es-
quematico ao lado. Consideremos um
elemento de fluido num ponto P da
regido hachurada. Consideremos o eixo
normal local no ponto S, que deno-
minaremos de eixo Z. Assim, a altura
local desse elemento de fluido serd Z =
r — R. Suponhamos agora que esse ele-
mento de fluido sofra um deslocamento brusco do equilibrio, 6Z, i.e., adiabati-
camente, dentro da regido hachurada. Em Z, seu volume especifico (reciproco
da densidade) é V (p, s), onde p é a pressdo em Z e s a entropia especifica (en-
tropia por unidade de massa do elemento de fluido), também em Z. Em 7+ 87,
seu volume especifico, quando da repentina e suposta expansao adiabatica, é
V(p',s), onde p’ é a pressdo em 7+ 6Z. Para que o equilibrio seja estével,
serd necessdria a existéncia de uma forca restauradora que tenda a trazer o
elemento de fluido adiabaticamente deslocado para uma posicdo hidrostati-
camente equivalente a sua posicdo original. Isso significa que o elemento
deslocado deve ser mais pesado do que o fluido por ele deslocado na nova
posi¢do. Seja V (p',s’) o volume especifico do elemento deslocado de sua
posicdo em 7+ 8%, onde s” é a entropia de equilibrio mecinico em 7 + 6%.
Assim, temos a condi¢do de estabilidade:

Figura 6: Desenho esquemadtico da
vizinhanga do ponto de separag@o.

V(p'.s)-V(p',s)>0. (3.12)

Expandindo essa diferenca em poténcias de s’ — s, utilizando o fato de que
s' —s = (ds/dZ) 62, arelagdo termodinamica (dV /ds) , = (T /c,) (IV /IT) ,,
onde ¢, = (Tds/dT), € o calor especifico a pressdo cons-tante, quantidade



positiva, assim como 7', temos a condi¢do de estabilidade mecanica:

oV ds
<aT>de > 0. (3.13)

Para fluidos ndo-anémalos em relacdo ao comportamento de aumento de den-
sidade com a diminui¢@o da temperatura, a condi¢do de estabilidade torna-se
simplesment

d—f >0, (3.14)
dz

i.e., a entropia deve crescer com a distdncia a superficie imersa. Assim,
espera-se que na iminéncia da crise do arrasto a entropia seja maior na su-
perficie do que em regido subseqiientemente mais afastada, nas vizinhangas
do ponto de separacdo. A condicdo de establidade expressa pela equagdo
(3.14) nos diz que a entropia deve ser maior nas regicoes mais afastadas do
ponto de estagnacdo em sua vizinhanca. Os efeitos ndo-lineares turbulentos
dentro da camada limite estdo relacionados a vorticidade que é mais intensa
na superficie da esfera, portanto mais interiormente a camada limite. Isso
se sucede dentro da camada limite, mas ndo nas vizinhangas do ponto de
estagnagdo ainda em equilibrio, pois contrariaria (3.14). Assim, deve haver
uma transferéncia continua de vorticidade de regides externas a vizinhanga
do ponto de separacdo para dentro desta que, em virtude de seu confina-
mento (figura 3.2), torna insustentdvel a situa¢do de equilibrio, de maneira
que, desfeito o equilibrio, desfaz-se (3.14). A vorticidade esta relacionada ao
cisalhamento nos fluidos viscosos, sendo o cisalhamento mais intenso na su-
perficie da esfera (nas vizinhangas do ponto de separag@o, o que acontece € o
oposto, i.e., o cisalhamento é nulo na situacdo de equilibrio desta regido, por-
tanto baixa a vorticidade, esta, a vorticidade, aumentando para pontos mais
afastados da vizinhanca do ponto de separagdo). Assim, na camada limite,
em regides mais distantes do ponto de separacdo, o que acontece € o inverso
de (3.14) e essas regides ndo estdo em equilibrio mecéanico. Assim, as regides
proximas a suferficie da esfera devem tornar-se mais cadticas antes das
regides laminares mais afastadas, desfazendo-se, quando da instalag¢do da tur-
buléncia na superficie da esfera, a condi¢ao de estabilidade dada pela equagdo
(3.14), pelo que o execesso de caoticidade transferida para a vizinhanca do
ponto de separacdo tornaria insustentdvel o equilibrio mecénico até entdo

8Para fluido andmalo basta inverter a desigualdade.



14 estabelecido. Parece que temos, entdo, uma condicdo fisico-matemdtica
para a crise do arrasto. Representando a entropia especifica em termos das
varidveis intensivas temperatura absoluta e campo de pressdo, s = s(7, p),
utilizando uma das relagdes de Maxwell (ds/dp); = —(dV/dT),,, tem-se:

d e, dT (VY dp
—s(T,p)=L— (=) ==>0. 1
TP =7 (3T>pd2 >0 (3-15)

Da equacdo (3.11) temos que dp/dz+ (p/m)F = 0, onde z é a coorde-
nada vertical usual’| z = rcos g atada a esfera, donde dz = cosOsdr =
cosOsd (Z+R), e com a utilizacdo do coeficiente de expansio térmica o =
(1/V)(dV/dT),, lembrando que V = 1/p ¢ o volume especifico (densidade
reciproca), reescrevemos a condi¢ao de estabilidade mecanica (3.15):

dTr T 7]
&, OOy (3.16)
dz mcp

Sendo a equagdo (3.16) condicdo de estabilidade mecénica, temos por
condicdo de crise do arrasto a negativa de (3.16), i.e.:

ar _ _oTcosbs (3.17)
daz mc,

Como (aT cosbs)/(mcp) > 0 (pois estamos considerando fluidos néo-
andmalos, Os = 70,4°), a tempe-ratura devera decrescer de uma quantidade
igual ou superior a quantidade (T cos 6s) / (mc,)dZ ao nos afastarmos da
superficie da esfera, na situagdo de crise do arrasto. Supondo que haja con-
tinuidade para regimes estaciondrios com nimero de Reynolds inferiores ao
nimero de Reynolds critico de crise do arrasto, i.e., que dT va continua-
mente diminuindo mais intensamente em quantidades que tendam a quanti-
dade critica (T cos 60s) / (mc,) dZ 2 medida que se tomam estaciondrios com
nimeros de Reynolds préximos do critico, chegar-se-4 a um momento em
que teremos um regime estaciondrio tal que d7° diminuird tdo intensamente
quanto o valor critico (T cos6s) / (mc,)dZ, sendo pois a crise do arrasto
instalada, ndo mais sendo possivel, sob esta hipdtese de continuidade, ter-se
uma diminui¢do maior de dT que a critica tal que:

9Na vizinhanga de S, os pontos tém coordenada esférica  aproximadamente fixa sob o ngulo
de separacdo 6 = 6.



di’{w:iaTCOSQSF’ (3.18)

dz mcp
pois a crise do arrasto ja estaria instalada. Assim, a equag@o (3.18) nos
fornece uma condicao para a crise do arrasto que pode ser testada em lab-
oratério. Para exemplificar, se tomarmos o fluido como sendo um géas idea
o =1/T, diatdémico, U = SnRguT /2 = Cy = dU /dT = 5nRgas/2 = Cp =
NRgas +Cy = TnRgas /2 = ¢p = TRgus/2Myor, onde n é o nimero de moles de
um elemento de fluido, Rg4, a constante universal dos gases, Cy a capacidade
térmica a volume constante do gds, C, a capacidade térmica a pressdo con-
stante do gas e M,,,; a massa molar do gas. Assim, a equagdo (3.18) integrada
nessas condi¢des dentro da camada limite permite obter a diferenca critica de
temperatura entre a superficie da esfera e a borda externa da camada limite,
quando da instalacdo da crise do arrasto:

Tcr 2M OF [R+6
/ defw/ dz . (319)
Tes fera 7mR gas R
2M,,,,; cos OgF &
Tespe = Tew = (AT ey = =5 B2, 320

onde Tosrerq € a temperatura na superficie da esfera, T¢z a temperatura da
borda externa da camada limite (temperatura de mainstream), (AT)c,;, a
diferenga critica de temperatura € & a espessura da camada limite, todos
quando da crise do arrasto.

3.4 Determinaciao Analitica da Forca de Arrasto Iminéncia da Crise do
Arrasto

O problema da solu¢@o para um escoamento potencial no mainstream,
estaciondrio, reduz-se ao de se encontrar uma funcdo potencial K (7), pois:

V X oo = V X Voo (F) = 0 = Voo = a(7) = VK(7), (321)

10 Alguém poderia argumentar da impossibilidade de tratarmos um gas, pela compressibilidade
inerente. Porém, estamos analisando as vizinhangas do ponto de separagdo onde v =~ 0 em toda
a regido de vizinhanca, donde o termo de compressibilidade na equacdo mais geral (2.9), esta
integrada nesta vizinhanga, torna-se desprezivel (6 -V 0).



onde V() é o campo de velocidades no mainstream, sendo que o indice oo,
conforme ja mencionado, refere-se ao estaciondrio (tempo infinito). Para um
mainstream incompressivel, temos também:

—

V(7)) =V (%K(r)) —0..

V2K (7) = 0. (3.22)
A condi¢do de contorno no infinito, é dada por

lim V..(F) = —h™(t)é, (3.23)

[F|—o0

pois estamos no referencial em queda, sendo a outra condi¢do de contorno de
impenetrabilidade na borda da camada limite:

Voo &1, _prs =0, (3.24)

conforme ja referido como sendo tratamento diferente do usualmente ado-
tado na solu¢do da equacdo de Prandtl (SCHLICHTING, |1979), este dltimo
com condi¢do de contorno potencial somente no infinito; i.e., forcaremos
a solugdo potencial numa borda externa de camada limite, distante & da
superficie da esfera, onde os efeitos cisalhantes sejam despreziveis segundo
algum critério conveniente. Da condi¢do de contorno no infinito para o
mainstream:
lim V.. (7) = —h™(t)é; .".

[P|—o0

lim (v;é, n viée) — (1) (cos 8¢, — sin 82) ,

[F|—o0
donde temos, entdo, no infinito, por (3.21), que:

VK (r — o0) = — (1) cos 0¢, + h™ () sin 02 ..
. 10K

K| 10K
wer rdo

= —h(t)cos 0é, +h™(t)sin Bég,

ég

r— r—o0



dK

5 = —h™(t)cosO = K (r — o) = —rh™(t)cos 0 + g(0), (3.25)

r—oo

onde g(0) é uma funcéo arbitrdria de 6. Temos, da componente em 6:

1 9K (_4h”(ﬁcose-+g(9»::h“@)gne_%gggl,

1 dK (325) 1 d
r d0 B

rade

r—o0

donde inferimos que g’'(6) = 0 = g(0) = cte, donde:
K(r — o) & —rh™(t) cos 8 + cte. (3.26)

Como a constante nao influenciard no campo de velocidades do mainstream
no infinito, pois Ve = VK no mainstream, podemos escrever assintoticamente
que:

K(F) — —rh™(t)cos 8, (3.27)
quando r — oo. Dado o exposto, tentaremos o potencial de mainstream:
K(r,0) = f(r)cos#. (3.28)
Substituindo (3.28) em (3.22), temos:

k- L9 (oK L9 (09K _ g0
VK_rzar r or +r2sin689 sm686 =0 =028

= rzf”(r) +2},‘](-/(},,) 72f(’") =0. (329)

Procurando solugio de (3.29) na forma f(r) =Y, _., ¢,7" e substituindo-a
em (3.29), encontramos:

=

Z [p(n—1)+2n-2] o, " =0. (3.30)

n=—oo

Facilmente concluimos que o, =0 V n ¢ {—2,1}. Temos, entdo que f(r) é
dada por:



f(r)=ayr+ % (3.31)

Entao, pela equacdo (3.28), temos que:
o_
K(,6) = (a]r+ r—j)cose, (3.32)
com O, &_; constantes. Substituindo o (3.32) em (3.21), temos:
N = o_» R 0 éo 0 o2 .
Voo =V [(OzlrJr r—z) cosG] = {erar + r89] (OtlrJr 7) cosf=.... .

20 o_
Voo (F) = (051 — r32> cos0é, — (061 + 72> sin 6éy. (3.33)

Pela condi¢do de impenetrabilidade na borda externa da camada-limite,
temos:

Voo &r,_p 5 =0, (3.34)
donde, por (3.33) e (3.34) temos:
20— 20
al—aizg cosf =0V 9:>a1:a723,
(R+6) (R+9)

que, substituido em (3.33), fornece o campo de velocidades no mainstream:

20— 20— 20 o
Voo (F) & 723— 32 cos0é, — 723+—32 sinBéyg.
(R+96) r (R+09) r
Aplicando a condigdo de contorno V..(mainstream,r — o) = —i*(t)é, =

—h>(t)cos 8¢, + h=(t)sinBég 2 equacdo anterior, obtemos o p =
—(R+8)*i=(1)/2 e, assim:

(R+6)°
=2

(R+6)°

1—
2r3

cos0é, +h=(t) |1+ sin6¢ég.

(3.35)



Retornando a equagao de Navier-Stokes (2.22):

—

PV (7) + EF® +Vpo — V2 (F) = 0 =

3o

P

; M P = o
0 (Vw-v) \7&+p% + L4 Vp ¥ =0, (3.36)

Usando a identidade:

(vwﬁ) ﬂ,:%(f") T x (%xvm) :6(2), (3.37)

e a identidade:

V2, =V (6 : vw) _Vx (% x vw) — 0, (3.38)
tem-se:
— Vgo p Tho0 s e o= Vgo p = rat
PV = | +=F"4+Vpu=0=V|p—4+—=0"+p. | =0
2 m 2 m
2
. Voo
pe=pl—Lo—p= (3.39)
m 2

sendo p® constante no mainstream. Para calcularmos a forga que o fluido faz
na esfera F'”, utilizamos as equacdes (2.92) e (2.93):

- m J [
Fr=—— (¢ I adsS— = / VodV | 3.40
Jvepdv (éc ST ) 340

% = [~1pee+Toe — p (Vo 0705 - (3.41)



O termo dependente do
tempo na equacdo (3.40) ndo
pode ser retirado sob o mesmo
argumento utilizado para o
mainstream, pois a integral de
volume que o contém em (3.41)
serd avaliada em regido de
turbuléncia dentro da camada
limite, dada a iminéncia su-
posta da crise do arrasto, sendo
que tal regido de turbuléncia
somente poderd ser consider-
Figura 7: Desenho esquemdtico com os ada estaciondria nos moldes da
detalhes para integracdo no interior da nota de rodapé 3 desta segdo,
camada-limite. i.e., sob condi¢@o de estaciona-

riedade na média temporal feita
sobre o ensemble. Tendo isso em mente, que os célculos serdo feitos sobre a
média temporal do ensemble, seguimos com nossos calculos. Definiremos a
superficie de controle SC como sendo a superficie AFGBA (BA em contato
com o wake) esquematizada na figura 3.5. O volume de controle VC serd o
volume interno a superficie de controle SC. A turbuléncia estard instalada
no volume AF GBA (BA em contato com a camada limite) da camada limite,
sendo tal superficie uma vizinhanga da superficie da esfera nessa regido, de
forma que as superficies BG e AF estejam nas vizinhangas dos pontos de
separa¢do na iminéncia de satisfazer a condicdo de arrasto (3.18). Note-se
a superficie BG esquematizada na figura 3.2 como interna a vizinhanga de
separa¢do, onde os elementos de fluido estdo sob condicao suposta de anula-
mento de cisalhamento e de velocidade (0 mesmo para AF, porém esta ndo
esquematizada na figura 3.2). Estando os efeitos de cisalhamento confinados
a superficie da esfera, pelo elevado valor do nimero de Reynolds (ainda que a
turbuléncia esteja distribuida dentro da vizinhanca da superficie de controle,
o cisalhamento pode estar confinado somente a regido superficial, i.e., pode
haver baixo cisalhamento em F'G, porém alto em AB, pelo que a turbuléncia
em F'G é propagada de AB, sendo a geracdo de turbuléncia relacionada ao
alto gradiente de velocidade em AB na superficie, ndo havendo necessidade
de um alto gradiente em F'G, ainda que com turbuléncia em F ﬂ e pela
desprezibilidade dos efeitos cisalhantes frente aos efeitos de pressao na su-

TPode existir turbuléncia sem cisalhamento num fluido de Euler, por exemplo, pois é possivel
haver vorticidade em superficies de separa¢do com descontinuidade no campo de velocidades.



perficie de controle € licito que se reescreva, pelas equacgdes (3.40) e (3.41):

o M 1n — 0 (i 037
Pt {yﬁc[ 1pe— p (o 7)] ndS}. (3.42)

A integral no denominador é simplesmente m + mcy, ou seja, a soma das
massas da esfera e da camada limite. Note-se que o tensor Vs, 0 V.. anula-se na
superficie BA em contato com o wake, pela condi¢do de ndo-escorregamento,
e na superficie de vizinhanca dos pontos de separacio (AF e GB na figura 3),
pelo suposto anulamento da velocidade nessa vizinhanga. Assim, tem-se:

'"erﬁ“’z—[/ +/ +/ +/]1pm-ﬁd5+
m JFG GB JBA JAF

- / [P (Vo 0 )] - S. (3.43)
FG

Como na vizinhanga da superficie da esfera AFGBA (BA em contato com
a camada limite) havera turbuléncia, os elementos de fluido ndo serdo mais
tangenciais a superficie da esfera, donde ndo poderemos aplicar a equagdo
(3.3), i.e., ndo poderemos dizer que o campo de pressdes é o mesmo de
CD dado pela equagio (3.39) p2¢ = p% — (p/m) @y — (p/2) V2 (R+ 8, 0),
com ve, (R+ 8, 0) solugdo potencial dada por (3.35). Porém, como a regido
FGCDF sera suficientemente laminar para que p:,fG it p:fc, radialmente,
(vide nota de rodapé 5), pois se sustentam as condi¢des de validade de (3.3),
teremos que haverd uma discrepancia entre o campo de pressdes efetivo na
superficie AB em contato com a camada limite e o campo de pressdes efetivo
P’ potencial (vide nota de rodapé 3.411—_21 Como a nossa superficie de controle
escolhida ndo passa pela regido de discrepancia do campo de pressdes, ndo
incorreremos em erro ao adotar a utilizag@o de (3.3) na camada limite, pois
serd véalida em GF. Temos que, pela nota de rodapé 5, por (3.39) e por (3.35):

P FG_ P DC _
m(PFG+poo —m(PDc+Pm
=p°— gvi(zu& 0)=pS— %p (o)) 5in26 . (3.44)

12De fato tal discrepancia existe (SMITH DAVID K. HILTON| |1999) (CHOI MICHAEL R. SMITH,
) (CONSTANTINESCU], 2004) (YEUNG; [2007), sendo tdo menor quanto maior for o nimero de
Reynolds.



P

FG
P = ——
m

9 .
o+ pl— <P (= (1)) sin6. (3.45)

O campo de pressdes em GBAF (BA em contato com o wake) serd constante,
(SCHLICHTING!, |1979) (CONSTANTINESCU, 2004) [1—_31 e pelo que ja se encontra
instalado o caos no wake, donde, ainda que por argumentacio heuristica,
deve-se esperar uma homogeneidade de transferéncia de quantidade de movi-
mento do wake para a esfera nessa regifo. Para calcular o campo de pressdes
nessa regido, basta que calculemos o campo nas vizinhangas do ponto de
separagdo. De acordo com o esquematizado na figura 3.2, e 1a argumentado,
a vizinhanga de S, ponto de separacdo, tem cisalhamento nulo, sendo que ai
valera a equagdo de Euler. Os pontos G nas figuras 3.2 e 3.3 sdo 0os mesmos
e estdo numa regido de descontinuidade suposta do campo de velocidades.
Porém, na vizinhanga de G externa a area hachurada da figura 3.2, onde a
velocidade nao é nulﬂ temos também cisalhamento nulo, por hipétese de
confinamento do cisalhamento & superficie da esfera, dado o alto nimero
de Reynolds e ja anteriormente argumentado. Assim, a equacdo de Euler
também seria valida nessa regido vizinha do ponto G, porém externa a regiao
hachurada da figura 3.2, externa a vizinhanca do ponto de separagdo. Pela
descontinuidade, hé vorticidade em G. Assim a equacdo de Bernoulli seria
vdlida somente ao longo de uma linha de corrente. Porém, se no momento
da crise do arrasto, a vizinhanca do ponto de separacdo que sai do equilibrio
mecanico pela condigdo (3.18) o fizer convectivamente segundo S na
figura 3.2, o que parece ser uma aproximacdo geométrica plausivel pela
pequenez da vizinhanga de S, mantendo-se o baixo cisalhamento e, portanto,
a validade da equacdo de Euler, teremos que SG serd uma linha de corrente,
donde:

F F 1
pfo—i—p;RcosGS ng—i—p? (R+6") cos 05 + Epvi, (R+6', 65) =

13Vide nota de rodapé 12.

14pela desprezibilidade do cisalhamento nessa vizinhanga externa de G, as laminas do fluxo
sul (escoamento abaixo da regido de separacdo, na figura 3.2) e do fluxo norte (escoamento acima
da regidio de separacdo, na figura 3.2) confinantes e em contato com a vizinhanca de separagio
confinada escorregam por sobre esta regido interna a G, regido esta onde ha repouso suposto para
o fluido af contido que perfaz a vizinhanga de separacao.

150 ponto G na figura 3.2 subira com a sua lamina de fluxo sul, quando do inicio da crise do
arrasto, perfazendo com o ponto S a nova linha SG de crise do arrasto, nova linha esta esquema-
tizada pela linha pontilhada que parte de S, na figura 3.2, até ponto de encontro do fluxo sul com
o fluxo norte.



P pl 5PV (R+8',65), (3.46)

pois 8’ << R, onde &’ € a distancia radial da superficie da esfera a superficie
FG. Assim, por (3.45) e (3.46), o campo de pressdes nas vizinhangas do
wake (AB em contato com o wake no desenho 3.2) e do ponto de separagdo,
quando da crise do arrasto, é dada por:

9 .
po== 0" (R+8'05)+pL—2p (i (1)) sin® B + - 3PV% (R+8',65).
(3.47)

Representando o campo quadratico de velocidades no interior da camada
limite, campo médio temporal sobre o ensemble, por uma série de Fourier em
r, pois interessa-nos o perfil quadratico de velocidades interno da superficie
da esfera a borda da camada limite, para um dado 6, e tendo em vista que,
pelo alto nimero de Reynolds quando da crise do arrasto, € plausivel se
modelar tal perfil quadratico por uma func¢do degrau, temos que:

V2 (R+6',6) == (VA (R, 8) +V2 (R+8,0)) =

N —

V2 (R+8,0) == (i™(1)) sin’ 6, (3.48)

OO\\O

devido a condi¢do de ndo-escorregamento e a equagdo (3.35). Assim, o
campo de pressdes nas vizinhancas do wake e do ponto de separagdo, por
(3.48) e (3.47), é dado por:

9 .
P ==L o7 (R, 05) + 00— Sp (7 (1)) sin 65 =

o 9 2.
—%quBAF—FpSO—Rp (h=(1)) sin’ 6, (3.49)

onde GBAF ¢ aregidao do wake em contato com a esfera mais a regido vizinha
ao ponto de separacdo. Em virtude da turbuléncia em F'G, o campo de veloci-
dades nao serd tangencial. Na figura 3.3 estd esquematizado um elemento de
fluido turbulento que atravessa essa superficie num instante arbitrario. Assim,



instantaneamente, antes de efetuarmos a média temporal sobre o ensemble,
temos o campo turbulento em F'

VEG (R+6’,6,t) =VFrG (R+5,, e,t) (COS (X(l‘) é,+sinoc(t) ég). (3.50)

Assim, a quantidade convectiva de quantidade de movimento que atravessa
FG, (VoV)pg -Ai=Vrg(R+6',0,1) Vrg (R+6',0,1) - 11), da equagdo (3.43),
possui média temporal sobre o ensemble:

((VoV)pg 1), = (Voo 0 Vo) - =
= (vrc (R+6',0,1) (cosa(r)é,+sina(t) ég) x
X [veg (R+6',0,1) (cosau(t) e, +sina(t) éq) -] ), .. (3.51)
(Fo¥)pg A, = (Voo 0 V) it = (Vi (R+ ', 0,1) x
x (cos® au(t) é, +cos au(t) sinai(t) &g) ), - (3.52)

Assumindo auséncia de memdria, i.e., ndo-correlagdo entre o campo
quadrético vi; (R+8',0,1) e o angulo de ataque c(t) a superficie FG,
aleatoriedade dos angulos de ataque de maneira que sejam equiprovaveis os
angulos de ataque o(¢) € [0; 7], temos que a média temporal sobre o ensem-
ble para a quantidade convectiva de quantidade de movimento dada por (3.53)
torna-se:

(FoP)pg ), = (FooTi) -A = % (6 (R+8.0,0)).6.  (353)

(Vi (R+8,6,1)) , € o perfil quadrdtico médio sobre o ensemble temporal-
mente, o qual foi repre-sentado por uma série de Fourier em r para um dado 8

16Notemos que podemos tratar a média temporal do ensemble, quando da instalagio da
turbuléncia nas vizinhangas da esfera, até que a turbuléncia atinja a vizinhanga do ponto de
separacdo, quando, instantaneamente, pela condigdo (3.18), ocorre a crise do arrasto. Todos os
célculos médios sobre os emsambles temporais que temos feito sdo feitos na iminéncia da crise
do arrasto, nao quando da instalaggo da crise por (3.18).



na equacao (3.48), aproximado, conforme 14 o supusemos plausivel, por uma
fungdo degrau, donde reescrevemos (3.53):

(vmovm)-ﬁzé Vo (R+68,6)é = %(h“(t))zsin29ér. (3.54)

Calculamos a forca que o fluido faz na esfera utilizando os resultados obtidos
em (3.45), (3.49) e (3.54) na equagdo (3.43):

- 9 .. . N
(1+5%) F= :/m (Z(ppa—p&+8p (h (t))281n29> &rdS+

P - 0 9 i co 2 .92 A
— — —p(h 0 dS
+/GBAF (m(PGBAF Poo 1 16P( (I)) sin s) nds +

9 .
/ —p (h“(t))zsinz 9o,ds—L 75 ©~AdS — p2, ?4 AdS+
FG 16 m Jsc sC

9 F oo N\ 2 VIR 9 fos N2 .2 / o
—p(h 0é.dS+—p(h 0 ds =
+16p( (1)) /FGsm érdS + 16p( (t))” sin” 05 S

:3/ %(pde—pgo/ V(1)dv+
mJvc \4e

o=27
/ / sin? 0 (sinOcos ¢ éx+
6=65 J¢=0

+sinBsingé,+cos0é,) (R+8') sin0dOdg +

9 . 0=65 ro=2m
+—p h( % sin 05/ / (sinBcos ¢ &+
16 0— $=0

+sin9sin¢éy—I—COSGéZ)stinGdeq) +



9 . ) r=R+8' r¢=27m
+—p (h=(1)) sin’ 65/ / (—cosBgcos ¢ éx+
16 r=R $=0

—cos Ossin ¢ &, +sin O5é;) rsin Osdrdd =

-0 O .o, N2 N2 A T3
== [ F2av+-—p (i) (R+) ez/ sin” 6 cos 0 d6+
m Jvc 8 Jo=6

9 . 6=06s
—|—§ﬂp (h°°(z‘))2R2sin2 Gséz/ sin@ cos 8 dO+
6=0

9 X r=R+§’
+§p (= (1)) sin® eséz/ rdr=
r=R

or

3P (i (1)) R?sin* ¢, ..

= Empuxo + MCL oo +
m

> 9 2 . .

a=35P (h=(1)) R?sin* 65¢., (3.55)
pois F* /m = —g quando de velocidade limite (estaciondrio) e 6’ << R, onde
F, é a forca puramente viscosa exercida pelo fluido na esfera, a que queriamos
calcular. Para finalizar, calculemos o coeficiente de arrasto Cp no momento
da crise do arrasto:

2F,
Cp=—-""—— = 2 i s = 2 in (70,4°) = 0,44,  (3.56)
TpR? (hoo(t)) 16 16

parecendo estar em excelente concordincia com a experiéncia (CHOI MICHAEL
R. SMITH, ) (SMITH DAVID K. HILTON} [1999)) (CHOI WOO-PYUNG JEON} 2006).
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Figura 8: Crise do Arrasto: reducdo brusca do coeficiente de arrasto. O
caso aqui investigado refere-se a esfera lisa (circulos abertos) (CHOI WOO-
PYUNG JEON, [2006).



4 CONCLUSOES

No que concerne ao modelo estabelecido neste trabalho para a crise do
arrasto, concluimos que o mesmo fornece, de primeiros principios, ainda que
também tecidos sob consideracdes heuristicas fundamentadas em resultados
experimentais aqui citados: a obtencdo da dependéncia funcional da forga
de arrasto para regimes de escoamento sob altos nimeros de Reynolds como
quadrética na velocidade, expressao esta inexistente em toda a literatura exau-
rida, bem como inexistente em trabalhos ja publicados sobre hidrodinamica,
estabelecendo, assim, originalidade ao resultado. A concordincia excelente
entre os resultados tedricos aqui obtidos e os experimentais € ratificada pela
previsdo tedrica que aqui se fez para o coeficiente de arrasto no momento da
crise.
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