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NOI LINIT CONCURENTE SI UN NOU PUNCT DE INTERSECTIE
INTR-UN TRIUNGHI
Mircea Eugen Selariu

0. INTRODUCERE

In matematica, sunt cunoscute 4 teoreme referitoare la drepte si puncte
remarcabile fntr-un triunghi, sau 4 teoreme referitoare la concurenta liniilor
remarcabile Tntr-un triunghi si, in acest cadru, sunt cunoscute 4 puncte de intersectie
remarcabile a cate 3 linii intr-un triunghi (G, H, M si O) si 4 tipuri de linii remarcabile
ntr-un triunghi oarecare / scalen ascutitunghic: mediatoarele, inaltimile, medianele si

bisectoarele (Fig.1).
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Fig.1 Punctele de intersectie ale diverselor linii intr-un triunghi
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Liniile i punctele cunoscute ca remarcabile sunt:

1) Mediatoarele laturilor unui triunghi, care se intersecteazd in punctul M
(Mittelpunkt), care este centrul cercului circumscris triunghiului;

2) finiltimile triunghiului care sunt concurente in punctul H (Héhe, Height)
denumit ortocentru;

3) Medianele triunghiului care sunt concurente Tn punctul G, care este centrul de
greutate al triunghiului.

4) Bisectoarele unui triunghi, care sunt concurente in punctul O, care este
centrul cercului inscris triunghiului sau Tnscris n triunghi.
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Fig. 2,a Linii S si punctul lor de concurenta tripla S
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Totodata, s-a marcat, In figura 1, coliniaritatea punctelor H, G, M apartinand
dreptei lui Euler, in conformitate cu teorema lui Euler a coliniaritatii acestor 3 puncte.

Tn figura 1 sunt prezentate cele 4 tipuri de linii si punctele remarcabile si
cunoscute, impreuna cu al 5-lea punct de concurenta $ al liniilor ce unesc cate un varf
Visau A, B, C al triunghiului scalen ascutitunghic cu céate un punct de tangenta T; (i =
1, 2, 3) al cercul inscris Tn triunghi.
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Fig. 2,b Linii S si punct S, precum si dreapta si cercul lui Euler
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Fig. 2,c Linii si puncte confundate, Tn cazul trigonului regulat /
(TRIUNGHI ECHILATERAL)
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Fig.3 Punctele de intersectie S al liniilor ce unesc varfurile cu punctele de tangenta
(LVT sau LS) ale cercului Tnscris triunghiurilor, sau inscris n triunghiuri
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Tn figura 2,b au fost reprezentate, in plus:

e cercul celor 9 puncte, sau cercul lui Euler. Se observa din figura ca, cercul

lui Euler taie in doua segmentele HV; Tn punctele m;, contine punctele M;,

mijloacele laturilor trigonului si picioarele P; ale inaltimilor triunghiului;

e cercuL circumscris triunghiului cu centrul in punctul Ccc = M;
e dreapta lui Euler, care trece prin ortocentrul H, centrul de greutate G si

centrul cercului circumscris C. = M.

o trapezul isoscel M{M,P,Mj;,

Teorema lui Euler stipuleazd cd mijloacele laturilor unui triunghi M;,
picioarele inaltimilor P; si mijloacele segmentelor formate de ortocentru cu varfurile
triunghiului m; sunt 9 puncte conciclice (Fig. 2,b).

Figura 2,c este destinatd triunghiului echilateral, pentru a releva deosebirile
esentiale care existad in cazul poligoanelor regulate fatd de cele neregulate. Aici, toate
punctele de concurenta ale liniilor se confunda in centrul cercului inscris i circumscris
ale triunghiului si o serie de linii, ca inaltimile, medianele, mediatoarele sunt de
asemenea confundate, ca si punctele M, P; si T; si punctele remarcabile Ccc =G =H
= O = S = . Singurele puncte distincte sunt cele 3 puncte m;, de intersectie ale
cercului Euler, acum confundat cu cercul Tnscris, cu inaltimile triunghiului echilateral.
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Rezulta, in consecintd, ca raza cercului inscris si al cercului lui Euler este
jumatate din raza cercului circumscris triunghiului echilateral, Tntrucét centrele G si ®
sunt confundate n O.

Tn figura 3 sunt prezentate 4 triunghiuri ascutitunghice, marcate color
diferit, avand acelasi cerc inscris triunghiurilor, precum si punctele lor § de
concurenta / intersectie, in fiecare caz in parte, ale liniilor S ale triunghiurilor.

2. LINII SI PUNCTE REMARCABILE IN POLIGOANE

Cele expuse anterior sunt adevarate doar pentru poligonul regulat cu 3 laturi,
pentru cd, odata cu cresterea numarului laturilor poligoanelor, apar o serie de puncte de
intersectie / concurenta ale unui numar din ce in ce mai mare de linii, aga cum se poate
observa in figura 4.
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Fig.4. Poligoan regulat, circumscris, cu 8 laturi (octogon), cu centru de simetrie, cu
marcarea punctelor de intersectie ale liniilor (Cate 3> A ; Cite 4> gg; Cate 16 o)

Nu numai in trigon, ci in toate poligoanele inscriptibile exista cel putin
un punct in care se Intersecteaza cel putin 3 linii. Aceasta este afirmatia
teoremei profesorului dr. math. Florentin Smarandache ([1], [2], [3], si
http://www.scribd.com/doc/28325583/A-Smarandache-Concurrent-Lines-
Theorem) seful Departamentului de Matematicd de la Universitatea New Mexico
Gallup USA.

Liniile la care se refera teorema Smarandache sunt:

o liniile ce unesc Tntre ele varfurile poligonului (cu exceptia varfurilor proxime /
adiacente care formeaza / unesc laturile poligonului), denumite diagonale sau
liniile varfurilor si abreviate LV, linii care nu exista intr-un trigon, in care se
confunda cu laturile triunghiului;
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o liniile ce unesc punctele de tangentda ale poligonului cu cercul inscris in
poligon, denumite liniile punctelor de tangenta sau linii Smarandache,
deoarece ele au fost considerate cu ocazia enuntarii teoremei liniilor
concurente a lui Smarandache si abreviate LPT sau LSm.

In aceasta lucrare, sunt prezentate noi linii de intersectie, dintre cate un
varf V; si cate un punct de tangentd T;, denumite linii seim (In limba engleza
sham: prefacut > linii pre - fiacute, simulate, fictive, imprumutate) abreviate
LS, concurente intr-un triunghi, linii posibil remarcabile in viitor, ca si cel de al
5-lea punct de intersectie / concurenta S al acestora (Fig.3,a).
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Fig.5 Linii diagonale (LV), linii si cele 5 puncte Smarandache (Sm)
si linii i punct (S) Tntr-un pentagon neregulat, circumscris
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In aceasta figura 4, nu sunt reprezentate decat diagonalele octogonului (LV) si
liniile Smarandache LSm sau LPT, pentru ca figura sa ramana cat de cat descifrabila,
cu liniile si punctele din teorema lui Smarandache cat mai lizibile.

Pe langa cele 56 de puncte de intersectie a cate 3 linii, denumite linii
Smarandache, marcate cu un triunghi (A), sunt prezentate si punctele de intersectic a
cate 4 linii, puncte notate cu un patrat (0).

In centrul desenului se afla un unic punct de intersectie al tuturor celor 16 linii:
8 diagonale (LV) si 8 linii Smarandache (LPT), care este centrul de simetrie al
octogonului regulat.
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In figurile anterioare (Fig.1, Fig.2, Fig.3), nu au fost reprezentate liniile (LSm
= LPT) si punctele (Sm) Smarandache, pentru ca, in lipsa diagonalelor (LD) intr-un
triunghi, sau a liniilor varfurilor (LV), aceste puncte Sm nu exista.

Pentagonul neregulat, inscriptibil, din figura 5, are reprezentate diagonalele
(LV), liniile (====LSm) si punctele (O Sm) Smarandache, precum si liniile (=) si

punctul (@) S.

3. DEMONSTRAREA CONCURENTEI LINIILOR $ INTR-UN
TRIUNGHI ECHILATERAL

3.1 PRIMA DEMONSTRATIE
Fie triunghiul isoscel ABC de laturi a,b,c, unde s-a ales b = ¢ (Fig.6).
Triunghiul isoscel este o figurd cu axda de simetrie, Tn care una dintre
naltimile triunghiului este si axa de simetrie. Tn cazul din figura 1, axa de simetrie a

fost aleasa chiar axa Ox si Indltimea din A a triunghiului echilateral, perpendiculara pe
baza BC.
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Fig.6 Schita de calcul a primei demonstratii a concurentei liniilor S
si pentru determinarea razei r a cercului inscris triunghiului echilateral
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In consecinta, toate punctele reprezentative ale triunghiului (Ccc, H, O, G, ®)
casi S, precum si m,, M,, P, , A=V, = E si T, sunt situate / continute pe aceasta axa.
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Ca urmare, toate ordonatele y ale acestor puncte sunt nule, iar ordonatele
punctelor mz, Mi-Mg, P1-P3si V3-V; sunt egale si de semne opuse.

Din cele anterior expuse, rezultd ca una din dreptele S, notatd S,, se confunda
cu axa X, si va avea coeficientul unghiular al acestei drepte m, = 0 si, in consecin{a, va
avea ecuatia
1) $2:y=0.

Cele 4 puncte, care determina, doud cate doud, celelalte doud drepte S sunt
definite de punctele S, : CTy si, respectiv, S3 : BT, iar punctele lor au abscisele egale

si ordonatele egale si de semne contrare.
. 7 T2
X1 = X3 =1.SinY > X1 3=X ==

Y3 =—y; = xr.cosp = y;3= ty' = i;m
Xe= Xp=-T->Xcp=—X = —T
© CsiB{ , "
Y= ~Yc= iLEI—W’B,(: Ty =i§

relatii in care s-a ales punctul O, centrul cercului Tnscris ca origine a unui sistem
cartezian drept xQy.

Ca urmare, coeficientul unghiular m; al dreptei S;, conform figurii 6, va fi
pozitiv, iar coeficientul unghiular msal dreptei S; va fi de aceeasi valoare dar negativ,
adica
4) m=—ms; >

—a
_ +rcosy + -
- - Y1,3~YC,.B - 2
Mz =+m= tana, 3 =tan(t a) = ———== =
13 13 (_ ) X1,3=X1C,B rsiny - (-r)
Ve2-r2 _a
_Ir———+5  t2rveZ—r2Fa _ | 2rVe?-rZ-a
r(1+9) T(1+7) - r@-n

Ecuatiile dreptelor $4 3 sunt

©) S1:CTi:(y—y1) = % x—x1)>@—y1)=m (x—x)

sau

$3:BT3:(y —y3) = Yo (x—x3) > (y —y3) =m3 (x — xq)

XB—X3
(6) Siaily— (&Y =2m (x=x") > (y+y)=+m (x—x")
Intersectand aceste doua drepte intre ele rezultd punctul lor de intersectie $’
y-y)=+m@E—x) _ _
) {(y+y,) ~  mtex) ¥ wm0=0 > y=0
Prin adunarea ecuatiilor, rezultd ordonata punctului de intersectie S, care se
stie, cum s-a afirmat anterior, iar acuma si rezulta ca este nula
(8) 2y=0=0 > y=ys=0,
Prin scaderea ecuatiilor (7) se obtine abscisa punctului de intersectie §

©)  2(0y)=2m(xx’) > x=TEX_o Yo,

m m
10 r2 i: eZ—r? r2 igr(l—r)x/ e2—r?
X=—-—= — =
( ) e +2r\/ez—r2— a e 2rve?-r2—a

- r(1-7



Intersectand pe rand céate o dreapta a sistemului (7) cu dreapta S, rezulta din
intersectia $1 U S»
G-y)=+m@E—x)
() { y=0
iar din intersectia dreptelor S; U S, rezulta
+y)=-m@E—x) P Xy
(12) { y=0 X32 = —

x'—yr

>X, =

{(y -y)=+m@—x) S, = x'-y'
, m

y=0 X'12 =X'32
{(y+y') = -meex) 4 ‘ ‘ o
y = 0 ’ m
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,_
Punctele de coordonate ale celor doud intersectii fiind aceleasi S(x my' ,0)
rezultd ca cele trei drepte S sunt concurente 1n acelasi punct S =2 g.e.d.

3.2 A DOUA DEMONSTRATIE
Este mult mai simpla, rapida si eleganta. Si nu uzeaza de relatii de calcul.

B
V,=C

Fig.7,a Schita de calcul a celei de a doua demonstratii a concurentei liniilor S
Transformarea unui triunghi isoscel intr-un alt triunghi isoscel
prin > = G, iar liniile noi $>=> medianele vechi

Pastrand invariante punctele B si C, din figura 6, asa cum se observa in figura
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7,a, se deplaseaza punctul V; = A al triunghiului vechi (Fig.6) pe axa x, in sensul x >
0, pana in punctul V’; = A’. Pana In momentul in care, noile puncte de tangenta T’; si
T’;, tangente la noul cerc Tnscris de raza r’, al noului triunghi isoscel, are noile drepte
Si” suprapuse peste vechile mediane CM; si, respectiv, BMs.

al2

N}
y XA= Ef(e,0)
! \\:‘;

Fig.7,b Schita de calcul a celei de a doua demonstratii a concurentei liniilor §
Transformarea unui triunghi isoscel intr-un triunghi echilateral prin § >0’
Liniile S vechi devin medianele noi
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Adica, pana in momentul 1n care noile normale, In noile punctele de tangenta
T devin, sau se suprapun peste vechile mediane, ceea ce face ca liniile S noi si se
suprapuna peste medianele triunghiului vechi.

Deoarece noile linii S°; si §’3 coincid cu vechiile mediane CM; si, respectiv,
BMj; si, cum acestea se intersectau in centrul de greutate al vechiului triunghi isoscel,
in vechiul punct G, rezulta ca si noile linii S, ale noului triunghi isoscel, sunt
concurente in G care devine noul punct $°. Q.E.D.

3.3 A TREIA SI A PATRA DEMONSTRATIE

Aceastd demonstratie este foarte importanta nu pentru ca e foarte scurtd si
intuitiva, ci pentru ca e susceptibila a fi extrapolata la un triunghi aoarecare (Fig.8) , n
conditii putin modificate.
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Existad si o alta posibilitate, ilustrata in figura 7,b. Cercul inscris, de raza r, se
mareste continuu cu pastrarea contactului in punctul M, = T, = T’, pana cand noul
centru O’ se suprapune peste vechiul punctul S.

Din B = B’ si din C = C’ se duc tangente la noul cerc nscris Tn noul triunghi
isoscel A’B’C’ si, la intersectia lor, pe axa OX, se determinda varful A’ al noului
triunghi isoscel A’B’C’. Deoarece S =0’ liniile S devin linii medianele ale
triunghiului vechi.

a/2

Fig.7,c Transformarea unui triunghi isoscel intr-un triunghi echilateral
prin schimbarea lui S > $” si O” 2 G.
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O alta varianta (Fig.7,c), prin care, din varfurile B si C s-au dus tangente la
cercul cu centrul in G, punctele de tangenta cu acesta fiind T”; si T”;. Este evident ca
aceste tangente se intretaie / intersecteaza in punctul A” de pa axa Ox, iar centrul O”
devine, sau se suprapune peste vechiul punctul G, adica O” > G.

Noile linii S vor unii varfurile initiale B si C cu noile puncte de tangenta T”; si
T”;.astfel cd noul punct de concurentd $” va fi situat intre centrul O si punctul § ale
triunghiului isoscel initial A B C.

Triunghiul nou rezultat A” B C va fi tot un triunghi isoscel, inclus in triunghiul
isoscel initial A B C.
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In figura 7,c s-a pastrat si constructia din figura anterioard 7,b pentru
facilitarea comparatiei.

Este evident céd se poate construi un cerc C(H,R) cu centrul in punctul H, de
intersectie al Tndltimilor triunghiului isoscel initial, tangent la latura B C.

Ducénd tangentele din B si din C la C(H,R) se va obtine un nou punct de
intersectie Ay al acestora, situat pe axa Ox. Va rezulta, astfel, un alt triunghi isoscel Ay
B C. Si alte linii § care se vor suprapune peste vechiile inaltimi (initiale) ale
triunghiului isoscel si, ca urmare, un alt punct de intersectie al lor Sy, = H. Ceea ce
constitue o a patra demonstrare a concurentei liniilor § ntr-un triunghi isoscel.

Tn acest mod au fost elucidate toate cazurile de transformare ale unui triunghi
initial isoscel, prin deplasarea liniilor § si amplasarea punctului § peste alte puncte
remarcabile intr-un triunghi isoscel.

4.DEMONSTRAREA CONCURENTEI LINIILOR S INTR-UN
TRIUNGHI OARECARE / SCALEN

Se considera un triunghi scalen ABC, circumscris cercului C cu centrul Tn
punctul O, punct de concurenta al bisectoarelor (Fig.1 si Fig. 8).

Fig. 8 Triunghi scalen. Transformarea liniilor S Tn bisectoare
si, ca urmare, transformarea triunghiului scalen in triunghi echilateral
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Se considerd, in acest triunghi initial ABC si liniile §, care linii S , reamintim,
au fost definite ca unind varfurile V; (A, B, C) cu punctele de tangenta T; Tntr-un
triunghi scalen, ales intentionat acelasi, ca cel din figura 1.

Exista un nou triunghi A’B’C”’, cu centrul in O’, in care este inscris un nou
cerc, de razd nedeterminata, ale carui puncte de tangenta T’; sunt situate pe dreptele S
ca si varfurile noului triunghi (Fig.8).

Rezulta, in consecinta, ca acest nou triunghi A’B’C’ este un triunghi
echilateral, deoarece punctele de intersectie ale bisectoarelor cu cercul sunt si puncte

de tangenta cu cercul inscris in noul triunghi (Fig. 2,c).

Este evident ca, in acest caz, dreptele S, vechi, devin bisectoarele noului
triunghi. Deoarece bisectoarele, se stie ca, sunt concurente in O’, iar O’ = S, rezulta ca
S este punct de concurenta al liniilor S ntr-un triunghi oarecare (vechi). Q.E.D.

Din cele expuse anterior, rezulta cad exista 0 transformare matematica care
transforma un triunghi scalen intr-un triunghi echilateral. Aceasa transformare se
bazeaza pe existenta liniilor si a punctului S, precum si a proprietatii cestuia.
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