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Introducere

Teoria AnaliticZ a Numerelor reprezentd pentru mine o pasiune.

Rezultatele expuse mai departe constituie rodul citorva ani buni de
cercetiri si cautiri.

Lucrarea de fati se compune din 9 articole, publicate toate
prin reviste de matematicX romidnesti sau stridine, jar unele
prezentate chiar la congrese si conferinte nationale cé&t si
internationale [vezi "Lista publicatiilor autorului pe tema
tezei"].

Ea se structureazd 1in patru capitole:

- 5n primele trei capitole se introduc noi functii in teoria
numerelor, se studiazd proprietitile lor, probleme nerezolvate
legate de ele, implicatii in lumea stiintificad internationald (ce
alti matematicieni au abordat notiunile acestea), conexiuni cu alte
functii bine stiute, importanta rezultatelor obtinute;

- §n ultimul capitol se aduc contributii la studierea unei functii
cunoscute in teoria numerelor (totient sau phi a 1lui Euler), in
principal referitoare la conjectura lui carmichael.

[Existd referinte particulare dupd fiecare paragraf (articel),

jar referinte generale in finalul tezei.]

Actualitatea temei din tezd este evidenti, din moment ce la
Universitatea din Craiova, Conf. dr. C. Dumitrescu & Conf. . V.
Seleacu organizeazi <Prima Conferinta InternationalX dedicatd
Notiunilor de tip rgmarandache’ in Teoria Numerelor>, si anume:
functii (n si extinderi ale sale, L, functii prime), secvente,
operatii speciale, criterii de divizibilitate, teoreme, etc. de tip
rsmarandache’, in periocada 21-24 August 1997
[vezi si anuntul din "Notices of the American Mathematical

Society", University of Providence, RI, SUA, Vol. 42, No. 11,
rubrica "Mathematics Calendar®, p. 1366, Noiembrie 1995].
conferinta se va desfisura sub egida UNESCO [240]

(cf. Mircea Ichim, director, si Lucretia B3lutd, secretard,
Filiala UNESCO din Bucuresti].

4n felul acesta se deschid noi drumuri in Teoria Analitic3 a
Numerelor, forménd un domeniu aparte, care a trezit interesul
diversilor specialisti.

Un grup de cercetare privind aceste notiuni, in special
concentrat asupra Functiei Smarandache, s-a format la Universitatea
din Craiova, Romania, Catedra de Matematici, condus de c3tre Prof.
dr. A. Dinca (decan), Prof. dr. V. Boju, Conf. dr. V. Seleacu,
conf. dr. C. Dumitrescu, Conf. dr. I. Bilicenoiu, Conf. dr. St.
zanfir, Conf. dr. N. Radescu, Lect. E. Radescu, Lect. dr. I.
Cojocaru, Lect. dr. Paul Popescu, Asist. drd. Marcela Popescu,
Asist. N. Virlan, Asist. drd. Carmen Rocsoreanu, prof. S.
Cojocaru, prof. L. Tutescu, prof. E. Burtoen, prof. Panait Popescu,
cercet. st. M. Andrei, student Tomiti Tiberiu Florin, si alte cadre
didactice impreuni cu studenti.

Membrii acestui grup se inté&lnesc o datX pe s3ptidména, in timpul
anului scolar, si expun ultimele cercetiri asupra functiei n,



precum si incerciri de generalizare.

In afara grupului de cercetare de la Craiova, destui
matematicieni si informaticieni strdini s-au ocupat de studiului
functiei 1, cei mai activi fiing: Henry Ibstedt (Suedia), Ppal
Grenas (Norvegia), Jim Duncan, John cC. McCarthy, John R. Sutton
(Anglia), Ken Tauscher (Australia), Th. Martin (SUA), Pedro
Melendez (Brazilia), M. Costewitz (Franta), J. Rodrigquez (Mexic),
etc.

[Pentru o imagine maj detaliat3d, vezi cele 240 de
"Referinte" de 1la sfirsit.)

Despre insemnitatea "Functiei Smarandache”, cum a fost

botezatd 4in revista londonezi <Personal Computer World>, Iulie
1992, p. 420, si-a dat pentru prima datX seama scientistul englez
Mike Mudge, editor a1l rubricii <Numbers Counts> [10].
Iar valorile functiei, n(n) = i, 2, 3, 4, 5, 3, 7, 4, 6, 5, 11, 4,
13, ... au fost etalate de N. J. a. Sloane & Simon Plouffe in
<Encyclopedia of Integer Sequences>, Academic Press, [M0453)], 1995,
$i denumite "Numerele Smarandache® [140].

Articolele, notele, problemele (rezolvate sau deschise),

conjecturile referitoare 1la aceasta noud functie 4in teoria
numerelor sunt colectate intr-o revistx speciald numitX
"Smarandache Function Journal®, publicatx anual ori bianual, de Dr.
R. Muller, Number Theory Publishing co., Glendale, Arizona, SUA.
: Mai mult, Ch. Ashbacher (STA) i-a dedicat ins3si o monografie:
"An introduction to the Smarandache function", Erhus Univ. Press,
Vail, 1995 [194], iar Kenichiro Kashihara (Japonia) are 4in
Pregdtire o alti carte despre 5 [235].

De asemenea, multe reviste si chiar enciclopedii si-au deschis
Paginile inseririji de lucriri ce trateazy, recenzeazd, sau citeazX
functia n si valorile ei
[vezi "Personal Computer World" (Londra), "Humanistic Mathematics
Network Journal" (Harvey Mudd College, Claremont, ca, sua),
"Libertas Mathematican (Texas State University), "Octogon™
(Brasov, Romania) » "Encyclopedia of Integer Sequences" de N. J. A.
Sloane & Simon Plouffe (Acadenmic Press; Ssan Diego, New York,
Boston, London, Sydney, Tokyo, Toronto:; 1995), "Journal of
Recreational Mathematics" (SUA), "Foaie Matematica" (Chisinau,
Moldova), "The Mathematical Spectrum" (Oniversity of Sheffield,
Anglia), "Elemente der Mathematik" (Elvetia), "Zentralblatt fur
Mathematik" (Berlin, Germania), "The Mathematical Reviews" (Ann
Arbor, SUA), "™The Fibonacci Quarterly" (sua), etc.].

Iar la conferinte natiocnale $i internationale organizate, de
exemplu la New Mexico State University (Las Cruces, SUa),
University of Arizona (Tucson), University of San Antonio (Texas),
State University of New York at Farmingdale, University of Victoria

Ratchasinma, Tailanda), <Programul manifestiZrilor organizate cu
prilejul implinirii a 100 ani de la aparitia primului numdr al
Trevistei ’‘Gazeta Matematic3’ 1895-1995> (Alba Iulia, Romania), ete.
S-au prezentat articole stiintifice despre n in periocada 1991-5,
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Arhive care stocheazi cercetfrile asupra functiei n (cirti,
reviste, brosuri, manuscrise publicate ori inedite, articole, note,
comentarii, scrisori -- obisnuite ori electronice — de la diversi
matematicieni $i editori, probleme, aplicatii, programe de
conferinte si simpoziocane, etc.), cit si asupra altor notiuni din
aceastX tez3, se gasesc la:

a) Arizona State University, Hayden Library, Colectia Speciald
(online) "The Florentin Smarandache papers", Tempe, AZ 85287, USA:
phone: (602) 965-6515, e-mail: ICCLME@ASUACAD.BITNET, responsabile:
carcl Moore & Marilyn Wurzburger:

b) Archives of American Mathematics, Center for American History
SRE 2.109, University of Texas, Colectia Speciald "The Florentin
Smarandache papers", Austin, TX 78713, USA; phone: (512) 495-4129,
fax: (512) 495-4542, director Don Carleton:

c) Biblioteca Universitatii din Craiova, Str. Al. I. Cuza, Nr.
13, Sectia de Informare $i Documentare nFlorentin Smarandache"” din
cadrul Seminarului Matematic <Gh. Titeica>, director O. Lohon,
bibliotecari Maria Buz, fax: (0S1) 411688, Roménia;

d) Arhivele Statului, Filiala Valcea, Fondul Special nFlorentin
Smarandache", responsabil: Ion Soare, Str. General Praporgescu, Nr.
32B, Rm. Valcea, Jud. Valcea, Romanias
care sunt puse la dispozitia publicului spre consultare.

1.1. In primul paragraf al primului capitol din tezi se defineste,
asadar, © noud functie:

n * 20 ——=> N,
n (n) este cel maj mic intreg m astfel incdt m! este

divizibil cu n.

Pentru calcularea lui n, construim functiile ajut3toare 17, unde p
este numir prim pozitiv, astfel: n,: N* — N*

()
Yn € N*» np(an ) = p" ,

' () (§-3)
® ® ’
’p ( Xan 1 t - ¥ ttang

) = t,ﬂ,(a,:: ) + ...

(o)
+ t;’lp (an‘ )

n-
sar 2™ o p -1 pentru n > 0. De unde obtinem pe n:
’
P-1 a4 Sy 3
Vn’(pj oo p’ cu e-:l' p"prme’

p‘-pifcrin,c,?_l, i=1,s , n(n) =

= max (70 (2) ), n (1) =0
— p‘

i=1l,s 7



T TyeE EebLke ldportantd deocarece: Caracterizeazi numerele
Prime -- prin urmitoarea proprietate fundamentalX:

—ﬁe_uuguumtatuncibe%te im_dac 1 _numaj

dacd n (p) = p.

Deci, punctele fixe ale acestei functii sunt numere pPrime (la care
se adaugd si 4). Datoriti acestei propriet3ti, functia n se
foloseste ca o sit3 pentru cernerea numerele Prime.

Studierea si descoperirea unor relatii despre functia 17 duce
implicit la aprofundarea cunostintelor despre numerelor prime, o
Preocupare in prezent fiind distribuirea lor.

(E. Burton incearcs generalizarea functiei g5 in corpul numerelor
complexe [169].]

Totodatd, functia n intr3 in conexiune si cu foarte cunoscuta
functie 0 (x), care reprezint3d num3rul de numere pPrime mai mici
decdt sau egale cu X, prin urmidtoarea formulX: ' '

X
Pentru x > 4. O(x) = ) |nkx)/k/] - 1.
k=2

unde /b/ inseamnz partea intreagd a lui b

" [vezi L. Seagull [189]].

Alte proprietiti:

Dacd (a, b) = 1, atunci n(ab) = max {n(a), n(b)}.
Pentru orice numere pozitive nenule, n(ab) < na) + n(b).
n _este o functie general crescdtoare, adicsa:

YaeN HeN, b = b(a), veeN, c>b, n(c)>a.

Functia 15 face obiectul multor pProbleme deschise, care au
trezit interesul matematicienilor.
De exemplu:

a) Ecuatia n) = n+ nu_are nici o solutie.

Nu a fost inci demonstrati, desi I. Prod3nescu [29, S2] crezuse
initial c3 i-a gisit o solutie. L. Tutescu [30] i-a dat o
extindere acestei conjecturi.

b) A. Mullin [239], inspirat de pProblema anterioari,
conjectureazi c3 ecuatia n(n) = n(p+2) are doar un numdyr £init de
solutij.

€) T. Yau [63] a Propus determinarea tuturor valorilor pentru

care functia n pistreazx relatia de recurentd a lui Fibonacci,
adici:

n(n) + n(n+l1) = n(n+2y,
nestiindu-se daci acestea sunt Iin num3r finit ori infinit. El
insusi afland Pe n =9, 119. Ch. Ashbacher (182, 207] a investigat
relatia de mai sus cu un brogram pe calculator panX la n = 1000000,
descoperind valori aditionale pentru n = 4900, 26243, 32110, 64008,
368138, 415662, dar nedemonstrand pe cazul general. H. Ibstedt
[224] presupune ciX existx o infinitate de astfel de triplete.



d) Renumitul academician, P. Erdos [147], de la Academia Ungara
de Stiinte, solicitd cititorilor revistei engleze <Mathematical
Spectrum>, in care publicd o scrisoare, si g3seascd © formuld
asimptoticd pentru:

) n(n)é,
n <X
n(n)>P((n)

unde P(n) reprezint# cel mai mare factor prim al lui n.

1a o conferintd internationald, W. Sierpinski a afirmat cd
dacX omenirea va dura vesnic, iar problemele nerezolvate ar fi
numerotate, atunci s-ar ajunge cu timpul ca toate aceste probleme
si fie rezolvate.
in paragraful 1.2 ne-am propus sX aritim c3d putem avea © infinitate
de probleme fdrd solutii, astfel Incat niciodati ele sX nu fie
rezolvate toate! '

Fiecare periocadi de timp are problemele ei deschise, c3rora de
obicei 1i se di de cap mai tarziu, odatd cu progresul stiintei.
Si, totusi, numirul noilor probleme nerezolvate, care apar datoritd
cercetirilor firesti, creste exponential, in comparatie cu numirul
vechilor probleme nerezolvate ce sunt in prezent solutionate.
.0are, existenta problemelor deschise constituie o criza matematicd
ori, dimpotrivi, absenta ljor ar insemna mai de grabd o stagnare
intelectuald?

"Functia Smarandache” este pus3d in combinatii si relatii cu
alte func$ii ori notiuni din teoria numerelor si analizd, precum:
secvente-A, numidrul de divizori, diferenta dintre doui numere prime
consecutive, serii Dirichlet, functii generatoare, functia
logaritm, ordin normal, conditie Lipschitz, functii multiplicative
ori aditive, cel mai mare factor, distributie uniformi, radicini
necongruente, cardinal, triunghiul lui Pascal, secventi s-aditiva,
suma pirtilor alicuante, suma puterilor de ordin k ale parfilor
alicuante, suma pirtilor alicuante unitare, mediile aritmeticd si
geometricd, siruri recurente, ecuatii si inecuatii diofantice,
numXrul de numere prime, numirul de numere prime congruente cu a -
modulo b, suma divizorilor, suma puterilor de ordin k ale
divizorilor, suma divizorilor unitari, functia ¢ a lui Euler,
functiile gamma $i beta, numirul de factori primi (cu repetitie),
numirul factorilor primi distincti, partea intreagd, aproximatii
asimptotice, cémpuri algebrice, functia Mobius, functiile Cebisev
6 si ¥, etc.

Jar "Numerele smarandache™ sunt asociate si Aintrepdatrunse
respectiv cu:
numerele abundente, aproape perfecte, amicale, amicale mirite,
numerele Bell, Bernoulli, Catalan, carmichael, deficiente, Euler,
Fermat, Fibonacci, Genocchi, numerele armonice, k-hiperperfecte,
Rurepa, Mersenne, m-perfecte, numerele norocoase, k-indoite
perfecte, perfecte, poligonale, piramidale, poliedrale, primitive
abundente, primitive pseudoperfecte, pseudoperfecte, pseudoprime,
pitagoreice, reziduri patratice, cvasiperfecte, stirling de ordinul
I si II, superperfecte, intangibile, numerele sinistre, numerele
Ulam, etc.



In paragraful 1.3, se infitiseaz3 o aplicatie a functiei n la
rezolvarea Problemei 1270, din <Mathematics Magazine>, SUA, 1987,
propusd de Prof. R. B. Eggleton de la Universitatea din Newcastle,
Australia, problemd pe care © generalizim in felul urmitor:

Pentru ce valori ale Jui a si n intregi nenule,
(n+h)! este divizibil cu a? ?

in paragraful 1.4, n este implicatd intr-o ecuatie semi-
rezolvatd (semi-nerezolvati!):

n{nx) = X, unde meZ este un parametru,

iar recurenta ei, ‘") = nene...en de i ori, intr-o frumoasi
problemd de existenti si minim:

Yhez-{0, #1} JkeN ni (m) = plD gy = p =

sd se afle cel maj mic k cu aceastd Qro§§ietate
(ranqul), precum si n_(n in functie de m).

2. In capitolul doi se defineste altX functie in teoria analiticX
a numerelor, astfel:

L : 22 —==> 7, T(x, m) = (x+c) ... (x+c,

unde e,
prime cu m

care ne ajutd s& obtinem generalizZri separate ori simultane,
partiale ori totale, ale teoremelor lui Wilson, Fermat, Euler,
Gauss, Lagrange, leibnitz, Moser, si Sierpinski.

3. In capitolul trei se introduc urmitoarele functii, denumite
Prime:

3 . k‘
Pentru keN-, P_2: N ——=> (0, 1},
- {0, dacd n,, n ce-, N _sunt
- toafe prime:

P M. Dy, -...Nn) =

A
—
-

j‘l. in caz contrar.

In continuare se determini o conditie necesard si suficienti
(Tecremd@ Generald) ca n numere, coprime dou3 cate doul, si fie
toate prime (in mod simultan), adicXx P, (ny, Ny, ..., M) = 0.

Fie P, 1<is<mn, 1<3 <m, coprime doud cite doud.

Si fie r1' > ooy rn( a1( oo o p an'

numere intreqgi astfel incit a. sd fie coprim cu I._pentru

orice i.

10



se considerd u;gétoarele conditiis

(i) Pyyr - Phwisunt simultan prime dacX si numai dacd

c, =0 (mod ri),_mt;r_u_ome_}_z.

Atunci: . . . .
~ Numerele Py 1 £ 3 =T 1 < 3j < m, _sunt simultan prime
dacd si numai dacd n
(R/D) I (2;,c,/T;) =0 (med R/D),
i=1
n -
unde R = [ r, —d1ar D este un divizor al lui R.

i=l

Aceasti teoremi generald reuseste si generalizeze teoremele lui V.
Popa, I. Cucurezeanu, Clement, si S. Patrizio, etc.

tn plus, prin particularizarea ei, se obtin ‘caracterizdri

interesante pentru numerele prime gemene, numerele prime cvadruple,
etc.

Aplicatii:
Py+ Par -+ Pn sunt simultan prime dacd si numai dacd:

n kg . - 0 (med
) i}g:l[(pi-ki)l(ki-l)l - =1 " jI_l'i p; = 0 ¢

By Py --- Pe)

ori

a2 El L(py=k) ! (X=2) 1= (1) k’lpj/p‘ = 0 (mod p;)
ori

(W) E [(P;’k;)!(ki-l)l-(-l§ '1/p, is an integer.

Jar in cazuri particulare obtinem, asadar:
Caracterizarea numerelor prime gemene:

Numerele impare p si p+2 sunt prime gemene dacd si numai
dacd:

((p-1)! + 1]/ P+ [(P-1)! 2 + 1] / (P+2)

1



estce un numdr {ntreqa.

Caracterizarea unui cvadruplu de numere prime

Numerele coprime intre ele p, p+2, p+6. p+8 formeazd un
cvacdruplu de numere prime, daca si numai dacZ:

[(P=2)!+11/2 + [(p-2)121+11/(2+2) + [(p-1)!6!+1]/(p+6) +

[(==1)!8!+1]/(2+8) este nupdr intrec.

4. Ultinmul capitol abordeazi functia totient (phi) a lui Euler:

¢(x) revrezintd numdrul de numere prime cu x si mai mici
decat x, sau cardinalul] unui sistem redus de reziduri
mocdulo x.

In leg3turd cu aceast:x important¥ functie in teoria numerelor,
Carmichael a emis urmitoarea conjecturi:

YheN ecuatia ¢(x) = n nu poate avea o sinqurd
solutie.

In paragraful 4.1 se acuc contributii asupra conjecturii
antericare, demonstrandu-se ci:

YheN ecuatia ¢(x) = n admite un numdr £init de solutii:s
iar dacd X, este sclutia vnicd atunci ea are forma
cgenerald: ~

xX. = 22 32 72 2432 % > 1pi0000

=0 — —
-

In paragraful 4.2 se extinde lema antericari, arZtand ci:

X, este multiplul unui produs de foarte mul+e numere prime.
toate elemente ale unei mwultimji recurente M. care se
construjeste In felu) ursdtor:

(2) elementele 2, 3 € M- -
(b) dacd elementele distincte 2. 3, Qs .-, Q€
M, jaxr p =] + 0% 34.g,....g estéd prim, uhde

c € {0, 2, ..., 41) si“8 e=0O, 1. .... 463,
atunci p € M: (> > 0) -
{c} numai elementele obtinute rrin aplicarea

reculilor (a) sau (b) de un numdr €init de
oxri aparsin lui M.

Se observd c3 rezolvarea Conjecturii 1lui Carmichael este
echivalentd cu demcnstrarea ci mult{imea recurentl M este infinitx
(adicd nu existX nici un contraexemplu de solutie unici a ecuatiei

12



de mai sus).

in paragraful 4.3 se generalizeaz3 teorema clasici a lui Euler
referitoare la congruente:

Dacd (a, m) = 1, atunci a¥® = ( ).

unde avem di ou _de—a face cu a luj er:

sub forma urmitoare:

Fie a, m € 2, si m =» 0. Atunci: af®mX= = a® (mod m),
unde s si m_se obtin prin procedeul de mai <Hos:

(o) J 2 =33 5 (2om) =1

d,él

(1){ RS
m-mldl; 61;41 |

1 1
(s-1){ %s-2 = %52 45 (g ome ) =1

I = m d

e

L 1)

Bgp " Bgyfey 5 .G A1
1 .. - 1
(s) d's--]. = ds—lds ’ (ds-l’ms) =1
m 4= _msds 3 ds =1

Se construieste si un algoritm pentru implementarea pe computer a
acestei generalizari:

(1) A = a,
M = m,
i := 0.
(2) Calculeazd d = (A, M) si M’ = M/4.
(3) Dacd d =31, atunci S = i si m = M’: stop.
DacZ d = 1, atunci A := a, M 3= M’/ , § = j+1,
i mergi la pasu 2) .

13



1. O NOUA FUNCTIE IN TEORIA ANALITICA A NUMERELOR

1.1. Definitie, constructie, si proprietdti ale
acestei functii

Abstract:

in aceasta lucrare se construieste o functie n care

are urmitoarele proprietdti:

(1) YnezZ ne=0 (n(n))! =Mn.

(2) n(n) este cel mai mic num3r natural care are

pProprietatea (1).

Considersm N = (0, 1, 2, 3, ...} si
N* = (1, 2, 3, ...}.

lema 1.1.1. V k, p e N*, p »1, kK este scris in mod

unic sub forma: X = t1anm+ ce. + & am
1

e
un -
2 de a

] oy

pri-l

p-1 = T

IA

p-1, j=1,8-1, 1<¢t, <p, 10, t

. . )
Demonstratie. §irul (2, ),,. este format dintr-un numdr infinit

de numere naturale in ordine crescitoare, sgi a:: -l =p - amﬁ
n

¥ n € N*, p este fix,

(p)
2)
a, =1,

(
a, =1+p, a; =1+p-+Fp? ...

B) (4-))

)
- N* = &)} ([an , an.‘)

® (
neN= + @,,) N N*) unde (2,

AMS (MCS) subject classification (1980): 10A99-
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() $-}]

N [a,,.w a_.,.z) = 0
d (p) () ()
eoarece a, <a, <a, -
. e ) 1 = = N*: k
Fie Xk e€N*, N*» = U (la, a.;) n N=*) =in, € : £
neN#*

(e) ¢-}) . . s
a . 2, 44 ) = kX este scris in mod unic
1 1

k
(e ces .
sub forma Xk = [ a, g r, (teorema impdrtirii intregqgi).
al® 1
4
x (®) (0
Not&m: { ] =t, =k =¢%a + I, T <3 .
) 1 1
a
n,
® < x @ 1-1<t <psi Le
Dacd r, = 0, 2, 5 L3, £ =P S ma
1.1.1. este demonstratd.
-, (®) (P
Dac¥ ry = 0 = 3 ! n, € N*: 1, € {anz 1 B eq)
(®) . (®) ®)
an1>:1-n,>nz,:1-0$1 anls_ksanvtl 1<t <
P . (P) -
< p - 1 deoarece avem t, < (anl.{' 1-1) 28 <E.

Procedeul continu3 in mod similar. Dup3 un num3r finit de pasgi

1, ajungem la r = 0 deoarece k = finit, k € N=»
1

15



si xk>r, >z, > ... >r =0 iar intre 0 si k exista

numai un numdr finit de numere naturale distincte.

Astfel:

k se scrie in mod unic: k = %2, =+ I, 1<t <p-1,

r se scrie in mod unic: I, = t,a

"2
1< tz £p -1,
r se s . . - (§-)] - R _
o1 crie in mod unic: Fer = T3, * T, $i T, =0,

=> k se scrie in mod unic sub forma: k= t,a:,m + ... 0+

(p)
tnt

cu n >n,>...>n >0;n >0 deoarecen, € N*, 1 < t. <

<p-1,Jj=1,8~-1, L <t, <p, ¢ 21.

(s) (p)
a
14 N, n ’

16



'.‘
[}
’..l
o
ro
v
'J
o |
[ 8
m
A
»
.—l.
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o
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\Y
jo |
(ad
\Y
Q

Construim functia Mgy P = prim > 0, n_: N* — N=*

astfel:

()
Yn e N* n(a, ) =p",

Nota 1.1.1. Functia n, este bine definitd pentru orice numir

natural.

Demonstratie:

Lema 1.1.2. ¥ k € N* = X se scrie in mod unic k = t.am

ioon 1

n.
(p) (] 2 0 . ¢
oeee F R, cu conditiile din Lema 1.1.1. = 3! T,p «
Ne R (o) . 1,
+ ... T T, P =0, (..Iaﬂ1 + "'+t‘a"z Y si t,p - ... -

17



Lema 1.1.3. Y k € N*, ¥ p €N, p=::.\1:"..-.xe-->k=‘:ah1 -
- ... - t(a::) (din Lema 1.1.2) -+ n_ (k) =
e =]
n, n,
= T.p - ...+ %P .
a, + ... + a, a,
Se stie ci i 3[— + ..+
{ b 1 b
a, R
+ [;—], vV a,, b € N* unde prin {(e] Se 1intelege partea
intreag¥ a num3rului c. Aritim ca suma exponentilor

naturali ai puterilor lui p din compunerea factorialului

n, 2
(t,» + ...+t ) este > k;

n. n n, n
t.p + ... * TP | t.p P | . n,~-1
\ z + .o -+ [ = 1p L
P j _ P ] P ]
n,~1
+ tlp
n, n, n, n,
T.p - . TR P t.P n,-n,
| > - ...+ [ | = «.p -
P 1 n, | l n, |
P P
+ ttpo

18



Ny
. . - :lp } _)_ f | - e o » i N--]:i
<.P } l n, ] n, i
n, P P
P
n,
TP,
+ [ .
n |
P
Adunand obtinem ci factorialul
) ) n,-1 o
sumei puterilor este > t,(p + ... +P) *+ .. F
n,-1l '
12 0 §)) (® _
- tl (p + o o + p ) = t1an 1 + o = o + tlan L - k .

Teorema 1.1.1. Functia n,, P = prim, definitd anterijor,

are urmitoarele proprietati:
(1) Y k € N*, (n (k))! = M?"

(2) nP ("} este cel mai mic num3r cu proprietatea

(1).

Demonstratie:
(1) rezult¥ din Lema 1.1.3.

) ()
(2) Y k € N*, p > 2 -k--t,an1 + e +tlanc

(vezi Lema 1.1.2) este scris in mod unic, unde:

19



is= -
n‘l
- n,(k) = t,p + ..+
n,

+...+ttp .

sX demonstrim cd 2z este cel ma

(3) g -1
.>nl>°’ a,. = € N*,
1 p-l
, §=1,8-1 , 1<zt <p.
n
n'{

i mic num3ir natural cu proprietatea

(1) . Presupunenm prin metoda reducerii la absurd ca

1)

YEN1Y<Z

-1 n,~-1 -1
+ TP 'lcu{—}r-—l
P

deoarece P 2 2 ,

20



2 o 4
|—J = TP Toeee T TP T TP 1cu
LN,

<
cu p2>2, n 2>
n,
z-1 n,-n,-1 RN =n-1 T,p -1
[ | = %P T .. TP A R
n,+1 1 n,+1
P P
n,-n,-1 N,.,-n,-1
= tTP * e e, + t‘-1p deoarece
n, n, n(+l
- -1 < . -1 < cu ¢ <« P
0 < t,p <P P P e d
n,
z-1 nn,., tp -1 n,-n
0 J =
_} =t T oo TP+ h_}‘t@
Ney Nes
P P

n, n
, 2=1 o 1 P * ...+ Lp -1 5
'—’ = %p + = TP .
L n, l n, 1
P P

b R, Ne e
€Carece 0 < t,p + ... + tp -1 < (p-1) p

21



BURES T
- (p=l)F < pp =15 (p72) r p =P -lc<
=N
n,-1
P n,-1 n, n,
< (p-1) =P -1<p -l<P -
p-1
n, n
TP + ... + TP -1
- ‘ = 0
L n,
P
n, n
z-1 T.P + ...+ tp -1
‘ } = { l = 0 deoarece:
\ n,+1 n,+1
P P
0 < %P + ... ¥ L,P - 1< p -1 <D

conform unui rationament similar cu cel anterior.

Adunand, rezultd cid suma exponentilor puterilor naturale ale lui

p care constituie factori ai produsului (z-1)! este:

22



n, > 1 = (2-1) ! = Mpg*, care contrazice presupunerea

facuta.
=+ 1,(k) este cel mai mic num3r natural cu proprietatea
(my(k)) ! = Me*. |
Z\{(0) = N definitd dupd cum

Construim o nou# functie 7°

urmeazi:

= max (n () ).
) B;
1i=1,s

Nota 1.1.2. 1n este bine definiti si peste tot definita.
Demonstratie:

(2) YVnezZ,ne=0,n==+1,n este scris in mod

unic, abstractie de ordinea factorilor, sub forma

a, a
n=€mp, ... ps’ cu € = * 1 unde pi = prine, p; * P;' Q. >
2 1 (descompunere in factori primi in inelul 2).

- 3! (n) =max  (n, (e)) cus finit g1 7, (a;) € N*

23



$i 3 nmax (ny. (@)}

Teorema 1.1.2. Functia n definitd anterior are urmitoarele

proprietati:

(1) (n(n)) ! =Mn, ¥Vne z\(0) ;

(2) n(n) este cel mai mic num3r natural cu aceastXl

proprietate.
Demonstratie:
a1 C!s
(a) n(n) = max (ﬂ,i (e;)}, n=¢€ « p, ... P
i=1l,s
(n == 1),
Q,
(fl (Q1))! = MP1 ’
P,
a

(nps (e))! = Mp, .
Presupunand ci

max  (n,
— 1 i

i=1,s

’

,ﬂ,io (Q;J € N* gi deocarece (p;,pj) =1, i =3

24



- (n, (e, )) t=lp ', 3=1I5.
N ]
-3
a, Q,
- -
("7,’. (a*o))! = Mp, ... P, -
-0
() n==+=1=n(n) =0; 0! =1, 1 = Me « 1 = 4¥n.
cx‘l as
(2) (a) n » 21 =-n=¢€¢p, ...P =n1n(n) = max n .
.
i=1,s
Fie max (ng (ai))—np.(a‘o),lglgs:
. 1
i=1,s

n,. (@) este cel mai mic numdr natural cu proprietatea:
1
0
a
(n, (a; )) 1=Mpi° -VyeN,y<np. (aig-
i 1,
. a; a. o
Y ! - Mp‘ ‘o - Y ! - M € hd p‘ ® e 0 pi %o o s o pss = \'1 n
o

i o) este cel mai mic numdr natural cu proprietatea:

() n==1 = n(n) = 0 si este cel mai mic num3r natural

=> 0 este cel mai mic num3r natural cu proprietatea:

0! =M (= ).

25



Nota 1.1.3. Functiile ", sunt crescitoare, neinjective,

si pe N* - (g | x =1, 2, ...} sunt surjective.

Functia n este crescitoare, neinjectivd, si surjectivd pe
2 \ {0} = N\ (1}.

Consecinta 1.1.1. Fie n € N*, n > 4. Atunci

n = prir & n(n) = n.
Demonstratie:
""ll
n=primsgi n>5 = n(n) =1 (1) = n.
" n
Fie n(n) = n s$i s¥ presupunem prin absurd ci n * prim =
a, a, —_
() ori n. =p, ... P, cu s22, @ €N+ 1=1,5s,
n(n) = max (npi ()} = 1y : (e; O) < a‘o p‘o < n
i=1l,s °
contrazice asumptia anterioar; ori
Q, * ¢
(b) n = p, cu @ 22 = n(n) = n,x(&1) £ Py <Py =N
deocarece @, 2 2 gi n > 4 care contrazice ipoteza.

Aplicatii:

1.1.1. S& se giseascd cel mai mic numdr natural cu proprietatea:

n! = M (: 231 . 327 - 713) .

26



Solutie:

n(= 2% « 3% . 78) = max (n,(31), n5(27), n,(13)).

2)
S3 calculsm n,{31); formdm sirul (3 Jnew =

=1, 3, 7, 15, 31, €3, ...

31 = 1-31 = n,(31) = n,(1-31) = 1-2° = 32.

6]
n )ntu'

S& calculdm n;(27); formdm girul (a

=1, 4, 13, 40, ...;27 = 2:13 + 1 = %" = ny(2:13 - 1-1) =

2en5(13) + 1eng(1) = 2-3> + 1.3 = 54 + 3 = 57.

n
SX calculdm n,(13): formidm s$irul (2, ) =

n n ¢ N*
=1, 8, 57, ...;13 = 1-8 + 51 = n,(13) = l1en,(8) + 5-n,(2) =
= 172 + 5:7' = 49 + 35 = 84 = n(x 23.3¥.7%) = max (32, 57,
84) = 84 = 84! = M(+ 23.3¥.73) gi 84 este cel mai mic numir
Cu aceastd proprietate.
1.2.3. Care sunt numerele ale cXror factoriale §e>terﬁin5 in

1000 de zerouri ?

Solutie:

n = 109, (n(n))! = 410'%® gji este cel mai mic numir

cu aceast3d proprietate.

n(1079%) = (2% . 5% = max:(n, (1000), ny (1000)) =

= ng(1000) = ng(1+781 + 1-156 + 2+31 + 1) = 1.5° - 1.5° -

27



- 2.53 + 1.57 = 4005, 4005 este cel mai mic num3r cu aceasti

proprietate. 4006, 4007, 4008, 4009 verific3 proprietatea

dar 4010 nu, deoarece 4010! = 4009! 4010 are 1001 zerouri.

(Publicat¥ in "An. Univ. Timigcara ", seria §$t. Matematice,
Vol. XVIII, fasc. 1, pp. 75-88, 1980; Vvezi Mathematical

Reviews: 83c : 10008.]
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1.2. O infinitate de probleme nerezolvate referitoare la aceasta

functie

& 1.2.1. Abstract:

W. Sierpinski a afirmat la un congres international cd
dac3 omenirea va dura la infinit, atunci toate aceste probleme
nerezolvate vor fi candva rezolvate.

Scopul acestei lucriri este de a produce o infinitate
de probleme deschise pentru a aridta cd supozitia sa nu-i
adevirati. Mai mult, autorul consideri ci problemele deschise
propuse in aceast3 lucrare nu vor fi niciodatd rezolvate toate!

Orice perioad3 de timp are problemele ei nerezolvate,
care apar odat3 cu progresul stiintific. Numdrul de probleme
noi nerezolvate creste exponential, in comparatie cu cele vechi
rezolvate pan3 in prezent. Cercetdri asupra unei problenme
nerezolvate pot duce la alte probleme nerezolvate interesante.
cititorul este invitat s¥-si exprime opiniile despre asertiunile

care urmeazi.

& 1.2.2. Introducere.
Am construit o functie n care asociazi fiec3rui intreg

nenul n cel mai mic num3r pozitiv m astfel incat m! este multiplu
al lui n. Astfel, daci n are forma standard:

29



a a
1 r . . . .
cu toti p, numere prime distincte,

n==¢€~p, ... B =
toti a, € N*, §i e = = 1,atuncin(n) = max (7, (2,)}), $i
' 1<icr
n (= 1) =0.
Acum, s3 definim functiile n : fie p un num3r prim $i a € N»;
P
atunci n (a) este cel mai mic intreg b astfel incat b! e

P a
multiplu al lui p . Construim girul:

k
p -1
> , k=1, 2, ..
p-1
avem ci N, (a:°’) = p*, pentru orice p gi orice k = 1, 2,

Deoarece orice a € N* se scrie in mod unic sub forma

® ®
a = ta, +...+t.rxn. , unde n, >n, > ... >n, >0,
si 1 2%, 2P -1 cu j=0,1, ..., e -1, $i 1 ¢t <P,

cu toti n, t din N, am demonstrat ci
i i

3
L]
[+V)
"
A
ot
3
heJ
o]
2
Y
Mo
ot
]

& 1.2.3. CAteva proprietiti ale functiei n

tn mod clar functia n este para: n(- n) = n(n),

n € Z*. Dacidn € N* atunci:
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(%) < <1,
(n=1)! n
.on(r) . ‘
g1 este maxim dac3d si numai dacd n este prim sau n = 4;
n(n) . s ) )
este minim dac¥ $i numai dacX n = k! .
n

In mod clar n nu este periodici. Daci p este prim, functiile n

P
sunt crescdtoare, neinjective, dar pe

N* - (p* | X =1, 2, ...)ele sunt surjective. Din (1) deducem ci
n=o(n"), € >0, si n =o0(n).

Functia n este general crescitoare pe N*, adici:
(¥) n e N*, (Z) my € N», m, = 2, (n), astfel incat pentru orice
m 2 m, avem n (m) 27 (n) (si general descrescitoare pe z*
22)/ nu este injectivi, dar este surjectiv3 pe
Z\{0) = N\(1}.

Numirul n este numit barier¥ pentru functia teoretjicx
numeric3 f(m) dacd pentru orice m < n, m + £(m) <= n (P.
Erdds si J. L. Selfridge). Are ¢ n (m) un num3dr infinit
de bariere, unde 0 < € £ 1? ([Nu, fiindck exist3 un o, ¢ N

astfel incadt pentru orice n - 1 > m, avem n (n -1) >

2
2 — (n este general crescdtoare), de undep - ; 4 €n (n - 1)

2
€

2n - 1.]

-

52 1/n (n) este divergent, fiindex 1/7(n) > 1,/n
n>
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. n
. 2
2 *
2 5 5 ' Demonstratie: Fie
' ! U J 2 n
K ori k=1 ori
(2) L]
a, =2"-1, unde ®» = 2 H
—————
k=2 ori

2 (2)
atunci n( sz) =, (2") = n, (l+a(,,) ) =0, (1) + n, (2 ) =

=2+ 2" .

& 1.2.4. Glosar de simboluri si notatii

A- secventi: o secventi intreagd 1 £ 2, < 2; < ---
astfel incat nici un a nu este egal cu suma
unor termeni distinctilai secventei diferiti

de a (R. K. Guy)
i

Ordin Mediu: dac3i f(n) este o functie aritmeticd $i g(n)
este orice functie de n astfel incat
£(1) + ... + £(n) -~ g(1) + ... + g(n)

spunem ci f(n) este de acelagi ordin mediu

ca g(n);
d(x): numdrul divizorilor pozitivi ai lui x;
d : diferenta dintre dou3 numere prime consecutive:
X
pxo\ = pl :
- <] Qn
Serii Dirichlet: o serie de forma F(s) = Z - s
n=1ln

poate fi real sau complex;
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Functie
Generatoare:

Log x @

Ordin Normal:

Conditie
Lipschitz:

Functie
multiplicativd:

pP(x):

<
orice functie F(s) = I g, u,(s) este
n=1
considerat3 ca o functie generatoare pentru e ;

forma cea mai uzuald a lui u,(s) este

-An.s

U (s) = e unde 4, este o secventd de

numere pozitive care creste in mod strict cidtre
infinit;

Logaritm Napierian de x in baza e;

f(n) are ordinul normal F(n), dacd f(n) este
aproximativ egald cu F(n) pentru aproape toate
valorile lui.n, adic¥ (2), (¥) € > 0, (1 - ¢€).

«F(n) < £(n) < (1 + €).
pentru aproape toate valorile lui n; "aproape

toate" valorile lui n inseamn3 c3 numerele mai
mici decdt n care nu posedd proprietatea (2)

sunt o(x):

o functie f verific3 conditia Lipschitz de
ordin a« € (0, 1} dacd

(3) k > 0: [£(x)-2()] < k [x=y|® :
daci a = 1,f este numit3 functie k Lipschitz;

dacX k < 1, f este numit¥ functie contractanta;

o functie £: N* = C cu £(1) = 1,
$i f£(m - n) = £(m) - f(n) unde (m, 0)

= 1:

cel mai mare factor prim al lui x:;
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Uniform

Distribuiti: o multime de puncte in (a, b) este uniform
distribuiti dac3d fiecare sub-interval al lui

(a, b) contine propria sa cot3d de puncte;

R3ddcini
Incongruente: doi intregi x, y care satisfac congruenta
£(x) = £(y) = 0 (mod m)

si astfel incat x # vy (med m):

Secventd

s-aditivi: o secventd de forma 2, = ... = & =
=1 $1 am,,1 = am‘ * .. + ams, n € Nx* (R.
Queneau) ;

s(n): suma p3Artilor alicote (divizori ai lui n
diferiti de n); ¢(n) = nJ

s¥(n): s(n) iterat de k ori;

s*(n): suma pirtilor alicote unitare ale lui n;

r (n): cel mai mic num3r de numere nedepdsind n,
care contine o progresie aritmetic3 de k
termeni;

T(X): numdrul de numere prime nedepdsind pe x:

T(x: a, b): num3drul de numere prime nedep3dsind pe x
si congruente cu a modulo b;

c(n): suma divizorilor lui n; og,(n):

o (n): suma puterilor de ordin k ai divizorilor 1lui

ct(n): c(n) iterat de k ori;

o*(n): suma divizorilor unitary ai lui n;
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Q(n):

£ (x)

£(x)
£(x)

T(x):

- g(x):

o (g(x)

Otg(x))
<< g(x)

)

¥

functia totient a lui Euler; numdrul de numere
prime nedep3sind n gi prime cu n;

o(n) iterat de k ori:;

=nlf (1+p", unde produsul este calculat
dupi toti divizorii primi ai lui n;

num3rul de factori primi ai lui n, considerand
si repetitiile;

numirul de factori primi distincti ai lui n;
partea intreag3d inferioard a unui num3r; cel
mai mare intreqg, mai mic decat a;

c.m.m.d.c. (cél mai mare divizor comun) al lui
m $i n;

c.m.m.m.c. (cel mai mic multiplu comun) al lui
m $i n;

modulul sau valoarea absolutd a lui f;

£(x)/g(x) = 1 cand x = «; f este asimptotic

cu g;

£f(x)/g(x) = 0 cand X = ®;

existX a constanti c astfel incat |£(x)]| <
cg(x), pentru orice x:;

functia lui Euler de ordinul intii (functia

-]

gamma) i T : R* = R, I'(x) = [ et ox!
0
dt. Dpeci F(x+1l) = x r(x). Dacd xé€

€ N», T(x) = (x - 1)!
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functia lui Euler de ordinul doi (functia

D
ta

beta) B : R*_ x R* - R,

.

1
B (u, v) =T (u) T (V)/T (v = V) =% =,

(1 - &) ax;

@(X): functia lui Mobius g : N - N (1) = 1:
£ (n) = (= 1)° daci n este produsul a
k > 1 prime distincte; # (n) = 0 in
celelalte cazuri;

8 (x): functia § a lui Cebigev:; 8 : R, - R,
8 (x) = Z log p
unde insumarea se face dupid toate numerele prime
care nu depdsesc pe Xx;

T(x): functia ¥ a lui Cebigev ; ¥ (x) =
= T A (n), cu

n<x

lcg p, dacd n este o putere intreagi
A (n) = a lui p (cu p prim);
0, in celelalte cazuri.

Acest glosar poate fi continuat cu ALTE FUNCTII (ARITMETICE).

& 1.2.5. Probleme generale nerezolvate referitoare la aceast3

functie

(1) Se poate reprezenta n(n) ca o expresie numai de n?
(2) Existd o reprezentare asimptotici pentru n(n)?

(Dacd da, si se determine.)
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(3) Fie m un numdr intreg nenul. in ce conditii n(n)
divide pe n-m ? (Caz particulat cdnd m = 1.) Desigur, pentru m
= 0 este trivial: lui¥m n = k!, sau n liber de pitrate , etc.
(4) Este n o functie algebricd ? (Daci nu, exista
max Card (n € 2* | (3) P € R [x, Y], p polinom nenul,
cu p(n, n(n)) =0 pentru toti n}?) Mai general, -
introducem notiunea: g este o functie f dacd £(x, g(x)) = 0 pentru
orice x, si £ € R [X, y]l, f nenuli. Este n o £ functie ?
(Daci nu, existd max Card {n e Z* | () £ € R (x, y], £ nenuld,
f(n, n(n)) = 0 pentru toti acesti n)?)

(5) Fie A o multime de numere intregi consecutive din N*., S3d se
calculeze max Card A pentru care n este monoton. De exemplu, Cargq
A > 5, deocarece pentru A = (1, 2, 3, 4, 5} n este respectiv
0, 2, 3, 4, 5.

(6) Un numdr este numit n-algebric de ordin n € N* dac3 este o
r3dicin¥ a polinomului:

(p) P,(x) = n(n) X" + n(n = 1) 1+ ...+ n(1) x' = 0.
Un n-algebric camp M este totalitatea tuturor numerelor

A(v)
R, (v) = '
B(u)

unde py este un numir n-algebric dat, iar A(v), B(v) sunt

polinoame in v de forma (p) cu B(v) = 0. S& se studieze M.

(7) Exist3¥ puncte p = n(n)/n uniform distribuite in
intervalul (0, 1)?

(8) Num3rul 0,0234537465114..., unde sirul zecimalelor este

este rational ori irational?
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Este posibil s& se reprezente orice numir intreg n sub forma:

az a3 a

(5) n=tn(a) Pin(a) J 4 ...xn(ay o, U9
intregii K, 8, «-+4 2, si semnele sunt convenabil
alese?

n(a,) n(a,)
(10) Dar sub forma n = = 3, £ ... = 3
n(a,) n(as) n(a,)

(11) Dar sub forma n = = &, z 2, s ... o2,
*
S3i se giseasc3d cel mai mic k pentru care: (V) n € N* cel putin unul
dintre numerele n(n), n(n + 1), ..., n(n + k - 1) este:
(12) Pdtrat perfect.
(13) Divizor al lui X"
(14) Multiplu al unui numir intreg nenul fixat p.
(15) Factorialul unui intreg pozitiv.
*
(16) S& se gdseascd forma generali a fractiei continue

extinse n(n)/n, pentru orice n >= 2.

(17) Exist3d numere intregi m, n, p, 4, undepn » n sau

5> - g, pentru care n(m) + A(m + 1) + ... + n(m + p) = n(n) *
e qn+1) = ... +0(n+ Q7 '
(18) Exist3 numere intregi m, n, p, k, cu B * R si p>0,

astfel incéat:

n(m? -+ a(m =+ 1)%+ ... + n(m + p)?

: =k ?
n(m? = n(n =12+ ... +na(n+p?

(19) Cate numere prime au forma:
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n(n) 7(n=l) ... n(a - K)

4

pentru k intreqg, fixat? de exemplu:

n(2) n(3) =23, n(3) n(6) = 53 sunt prime.
(20) Sa se arate cid n(x") + n(y") = n(z") are o infinitate

de solutii intregi, pentru n > 1. De pildd, solutia

(5, 7, 2048) cand n = 3. (Asupra ultimei teoreme a 1lui Fermat.)

m
In generail, ecuatia diofantici g n(xf) = T U(YU
< ! j=1 )
i=1
are un numdr infinit de solutii.
(21) Exist¥ intregi pozitivi nenuli m, n, ¥, cu m=1

» n, pentm Care n(m - n) = mk . n(n)?

Desigur, n nu este homogen de ordinul k.

(22) se pot gdsi doui numere distincte k, n

pentru care log

(kn)n(nk) sd8 fie un intrég? (Baza este n(k").)
n

(23) Fie congruenta: ho(x) = ¢ x™ &+ | | & c,.

x™ = g (med m). Cate solutii necongruente are h,,

consideradnd ci n, ¢, ..., . sunt constante fntregi date?

[- -}
(24) Se gtie c¥ e* = Z x"/n!

. S34 se calculeze
n=Q

x - ]
Z x™ s oni

*+ I X"/ n(n)! $i eventual sz se determine unele
n=1 n=1

proprietdti ale acestor serii.

(25) S3 se giseasc¥ ordinul mediu al lui n(n).

(26) S3 se giseasc¥ u, (s) pentru care F(s) este o functie

generatoare a lui n(n), si F(s) are o formi cit mai simplX.
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in caz particular, s3 se calculeze seria Dirichlet
[~ ]
F(s) = Z n(n)/ns,

cu s € R (oxis € C).

(27) Are n(n) un ordin normal?

(28) Se cunoaste constanta lui Euler:

1 1 .
y = 1linm {1 + =+ ... +— = log nj.
n—x 2 n
n
Is lim {l + T 1/n(k) - log n(n)] este constant3? Dacj} da,
n—< k=2
sX se calculeze.
(29) ExistX un m pentru care 70’ '(m) = {(a,, 2,, ..., 3,)

astfel incit numerele 2,, 3,, .-., 3, Sd constituie o
matrice de p 1linii si g coloane cu suma elementelor pe fiecare
linie si fiecare coloan# constant3? (Caz particular cand

matricea este piAtratici.)

(30) Fie (xr’ Yo1 © secvent3 s-aditivi.

oy v (s) (s)
Este posibil ca n(x?) ) = x;” ,,n = m? par X o= n(x,)?
(31) Verific3d n o conditie Lipschitz?
(32) Verific3d n o conditie k-Lipschitz?

(33) Este n o functie contractanta?
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(34) Se poate construi o A-secventi: 2y, «--s 2n
astfel incat n(a,), ..., n(a,) s fie de asemenea o A-secventd ?

pa, de exemplu 2, 3, 7, 31, ... . S& se determine o alt3d A-secventd

S¥ se determine cel mai mare n astfel incat: dacd a,, ---¢ an
constituie o p-secvent3, atunci s$i n(2,), ---. n(a,) si

constituie o p-secventd; unde p-secventd inseamna:

(35) Progresie aritmetici.

(36) Progresie geometricd.

(37) Un sistem complet de reziduri modulo n.
Observatie: fie p un numdr prim, si P, p%, ..., P°

o progresie geometrici, atunci n(p') = ip, 1 € (1, 2, ...,
p), constituie o progresie aritmetic3 de lungime p. in

acest caz n - «,

(38) Fie secventa a, =n(n), n21. Existd
o relatie de recurentX de forma 2, = £(2p.qr 2pzr ---) pentru
orice n?

(39) Exist3 grupuri de numere consecutive compuse

m+1l, ..., m+ n astfel incat gi (= + 1), «.., n(m + n)
sd fie numere compuse? Si se gXseasci cel mai mare n.

(40) S3 se gidseascd num3drul de partitii ale lui n ca

sumi de n(R)., 2 < m < n.

ALTE PROBLEME GENERALE DESCHISE REFERITOARE LA FUNCTIA n
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& 1.2.6. Probleme nerezolvate referitoare la functia 7n in relatii
cu secvente numerice

41-2065) Exist¥ numere intregi nenule s$i neprime
a,, ..., @, in relatia P, astfel incat n(a,), n(a,), ...,
n(a,) sd fie in relatia R? S3d se gdseascd cel mai mare n cu aceastd
proprietate. (Desigur, toti a sunt distincti.) Unde P $i R pot fi
reprezentate de oricare din uriﬁtoarele secvente de numere:

(1) Numere abundente; a ¢ N este abundent dacid ¢(a) > 2 a.

(2) Numere aproape perfecte; a ¢ N, o(a) = 2a = 1.

(3) Numere amicale; in acest caz luim n = 2; a, b sunt
numite amicale dacX a»b» si o(a) =0o(b) = a + b.

(4) Numere amicale marite; in acest caz n = 2; a,
b sunt numite amicale mirite dacy o¢(2a) =o(b) =a +b -1
(Walter E. Beck $i Rudolph M. Najar).

n

(5) Numere Bell: b, = T s(n, k), unde S(n, k) sunt
k=1

numere Stirling de ordinul doi.

(6) Numere Bernoulli (Jacques I): Bn,coeficientii dezvoltdrii

urmitoarei serii infinite:

t t B, B, . B,
=1 ==+ —t2 - — "+ ...+ (- £ - ...,
e’-1 2 2! 4! (2n) !
pentru 0 < [t] < 2 w; (aici considerim | 1/B.])-
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1 [ 2n-2
(7) Numere cCatalan: ¢, =1, 6, =-—'n-li pentru
n

n > 2.
(8) Numere Carmichael; un numdr compus impar a,

cu a, se numeste

care este

pseudoprim in baza b pentru orice b relativ prim

nunir Carmichael

(9) Numere congruente; fie n = 3, si numerele a, b, Ci

trebuie sy avem a=b (mod C).

(10) Numere Cullen: c,=n-2"+1, 02 0.

(11) Cl-secventa de intregi; autorul introduce o secventi

a,, a,, ... astfel incat:

(Y) i € N*, (3) j, k € N*, j ewieke=3, ;=2 (med a,) -
J

(12) C -secventd de intregi; autorul introduce o secventd
2
2,, 2,, ... astfel incéat:
:a; = 23, (med a;) .

(V) i € N*, (3) 3, k e N*, i =3 =k =i,

(13) Numere deficiente; a € N*, g(a) < 2a.

(14) Numere Euler: coeficientii E in dezvoltarea
n

seriei: sec x = T E  x/n!; aici ludm [E_|.
n>0
(15) Numere Fermat: . F, = 22"+ 1, n 2> 0.

(16) Numere Fibonacci:

n> 3.
. 2n
(17) Numere Genocchil: G, = 2 (2 - 1) B,, unde B, sunt

nymere Bernoulli; intotdeauna G, € 2.
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(18) Medie harmonic&d; in acest caz orice termen al secventei

este medie harmonicd a termenilor precedenti.

(19) Numere harmonice; un num3r n se numeste harmonic dac3 medic
harmonicd a tuturor divizorilor sii este un intreg (C.
Pcmerance).

(20) Numere heteromeice: h, =n (n+ 1), n € N=.

(21) Numere k-hiperperfecte; a este k-hiperperfect dacji
a =1+ I d, unde insumarea se face dupi toti divizorii
proprii, 1 < d, < a, orik o(a) = (k + 1) a + k - 1 (Daniel
Minocli $1 Robert Bear).

(22) Numere Kurepa: In=0! + 1! + 2! + ... +
+ (n - 1)!

(23) Numere Lucas: L, =1, L, =3, L =1L, + L,
n > 3.

(24) Numere norocoase: din multimea numerelor naturale se eliminx

cele pare, 1l3sand pe cele impare; in afari de 1, primul r3mas este
3; acum se elimind fiecare al treilea numir din noua secventi;
urmdtorul num3r rimas este 7; din nou se elimini de data aceasta
fiecare al saptelea numdr din secventa rezultat3; urmitorul rimas
este 9; etc. (V. Gardiner, R. Lazarus, N. Metropolis, S.
Ulam).

(25) Numere Mersenne: M = 2° - 1,

-]

(26) Numere m-perfecte; a este m-perfect dacéc”(a) = 2a

(D. Bode).

(27) Numere perfecte k-indoite; a este perfect k-indoit dacx

g(a) = k a.
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(28) Numere perfecte; a este perfect dacd g(a) = 2a.

(29) Numere poligonale (reprezentate pe perimetrul unui

poligon): p: =k (n - 1).
(30) Numere poligonale (reprezentate pe suprafata unui
. (k=2) n? - (k-4) n

poligon): p, = - .

(31) Numere abundente primitive; a este abundent primitiv
dac3i este abundent, s$i nici unul dintre divizori s3i proprii

nu este abundent.

(32) Numere pseudoperfecte primitive; a este pseudoperfect
primitiv daci este pseudoperfect, s§i nici unul dintre divizorii

sii proprii nu este pseudoperfect.

(33) Numere pseudoperfecte; a este pseudoperfect dac3 este
egal oy suma unora dintre divizori s3i proprii (W.
Sierpinski).

(34) Numere pseudoprime in baza b; a este pseudoprim in

baza b dac¥ a este un numdr compus impar pentru care p! 5 1

(nod a) (C. Pomerance, J. L. Selfridge, S. Wagstafsf).
l .
(35) Numere piramidale: r,.=—n(n+1) (n+ 2),
S -1

n € N*,
(36) Numere pitagoreice; fie n = 3 si a, b, c intregi;

atunci avem relatia: a? = p? + .
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(37) Reziduri pdtratice modulo p: numerele
nenule r pentru care congruenta r = x? (mgg )
are solutii.

(38) Numere cvasi-perfecte; a este cvasi-perfetc daca
g(a) = 2 a + 1.

(39) Numere amicale reduse; considerdm n = 2; doi
intregi a, b pentru carec(a) = o(b) = a + b + 1 sunt nhmiti
numere amicale reduse (Walter E. Beck §i Rudolph M.
Najar).

(40) Numere Stirling de ordinul intai: s(0, 0) =1, si
s(n, k) este coeficientul lui x* din dezvoltarea
X (x = 1) ... (x=-n+1).

(41) Numere Stirling de ordinul doi: s(o, 0) = 1,
$i S(n, k) este coeficientul polinomului
x¥ =x (x-1) ... (x -k +1), 1 <k <n, din
dezvoltarea (care se scrie in mod unic):

n

x"= T S (n, k) x%® .
k=1 ‘

(42) Numere super-perfecte; a este super-perfetc daca

cz(a) = 2 a (D. Suryanaravana).

(43) Numere de neatins; a este de neatins dac3 s(x) = 1 nu are
solutii (Jack Alanen).

(44) U-numere: pornind de la numerele arbitrare u si u

1 2
continudm cu acele numere care se pot exprimX numai intr-un fel
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ca suma a doi termeni distincti anteriori ai secventei (S. M.
Ulam) .
(45) Numere sinistre; a este numit sinistru dac3d este abundent

dar nu pseudoperfect (S. J. Benkovski).

ALTE SECVENTE NUMERICE

Problema nerezolvatd Nr. 41 se obtine ludnd P = (1) si R

il
~~
[
A
L ]

Problema nerezolvatd Nr. 42 se obtine luidnd P = (1) si R

]
L)
N
L
L]

Problema nerezolvatd Nr. 2065 se obtine luand P

(45) si R =
(45) .

ALTE PROBLEME NEREZOLVATE REFERITOARE LA FUNCTIA 1 iN RELATII CU
SECVENTE NUMERICE
*
& 1.2.7. Ecuatii diofantice nerezolvate referitoare 1la
functia n
2066) Fie 0 < k < 1 un numidr rational. Ecuatia diofantica
n(n)/n = k are intotdeauna solutii ? SX% se afle toate valorile
lui k pentru care aceasti ecuatie are un num3ir infinit de
solutii. (De exemplu, daci k = 1/r, r € N*, atunci n = rp_,
h=1,2, ..., cu toti P,.n» primi, $i a este un index ales astfel

incat Py > )
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2067) Fie (2.} o secventa, a. =1, a, = 2, %1
2 s 1 ’

ol -y
a., = 8y, T N(2,)- Exist¥ o infinitate de cupluri (m, n),
= = n, pentru carea, = 2,7 (De exemplu a, = a,; = 16.)
2068) Conjecturd: ecuatia n(x) = n(x - 1) nu are nici o

solutie.

Fie m, n numere intregi fixe. S& se rezolve ecuatiile diofantice

urmitoare:

2069) n(m x + n) = X.

"
H
+
9,
%

2070) n(m X + n)

2071) n(m X + n)

"
o

2072) n(x™ = x".
2073) n(x)® = n(x").
2074) n(m x + n) = n(x)7.
2075) n(x) + y = x + n(¥), X si y nu sunt prime.
2076) n(x) + n(y) = n(x + y), x $i y nu prime
gemene. (in mod general n nu este aditivi.)
2077) n(X + y) = n(x)- n(y). (In mod general n nu este
exponentiald.)
2078) n(xy) = n(x)n(y). (in mod general n nu este:
multiplicativa.)
2079) n(m x + n) = x.
2080) n(x) vy = x n(y), ¥ si y nu sunt prime.
2081) n(x)/y = x/n(y), ¥ siynu sunt prime.
(in caz particular candy = 2%, X € N, i.e., n(x)/2% este un numir

rational diadic.)



2082) n(xf = x""?, x $i y nu sunt prinme.

2083) n(x)™" = n(x").

2084) n(x") = n(2*) =1, cu Yy = 1 » w. (Asupra problemei
lui catalan.)

2085) n(x”) = m, y > 2.

2086) n(x*) = y'. (O solutie triviald: x = y

= 2.)
2087) n(x") = y*. (O solutie trivial¥: x =y = 2.)
2088) n(x) = y! (Un exemplu: X =9, y = 3.)
2089) n(m x) = nm n(x), m > 2.
2090) m™® + n(x)" = m".
2091) n(x¥)/m = n(y’)/n = 1.
Yy y Y, Y,

2092) N(X; + ... + X, ) = A(X,)  + ... + 0(X,)
2093) n(%,! + ...+ x ) = o(X)! 4 L.+ (X))
2094) (x, ¥) = (n(x), n(y)), x si y nu sunt prime.

2095) (%X, Y] = [n(x), n(Y)], x si y nu sunt prime.ww

ALTE ECUATII DIOFANTICE'NEREZOLVATE REFERITOARE NUMAI

LA FUNCTIA 7

*
& 1.2.8. Ecuatii diofantice nerezolvate referitoare la functia n
in corelatie cu alte functii
Fie m, n numere intregi fixate. Sa se rezolve urmdtoarele
ecuatii diofantice:
2096-2102) n(x) = d(m x + n)
n(x)* = d(x")

n(x) + y = x + a(y)
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n(x) «y=x -+ 4a(y)

a(y)/x

n{x)/y

n(x)” = d(y)”*

2103-2221) Aceleagi ecuatii de mai inainte, dar substituim

functia d(x) respectiv cud_, p(x), s(x), s“(x), s*(x), r (),

r(x), T(x: @, M), o (X), €5(X), o%(x), ®(x), #°(x), @(x),
n(x), w(x) respectively.

2222) n(s(x, yi) = s(n®, n(y)).

2223) n(S(x, y)) = S(n(x), n(y)).

2224) a(lx]) =LT(x)].

2225) n(Lx - y]) = LB(x, VI].

2226) B(n(Lx)), ¥) = B(x, n(Ly]))-

2227) n(LB(x, Y1) = LB(LxD, aly]N].

2228) p(n(x)) = p(9(x)).

2229) n(x) = | 6(x)].

2230) n(x) = L$(x)].

2231) n(m x + n) = : = x(xX = 1) «c. (X =n+ 1).

2232) n(m x + n) =

x x!
2233) n(m X + n) = (n ) W —

2234) n(m x + n) = (: )

2235) n(m x + n) = p, = al x-lea prim.
2236) n(m x + n) = | 1/B.].

2237) n(m x + n) =G

x*
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2238) n(m x - n)
2239) n(= x + n)

"
P

2240) n(m x + n) = s(:, X).
2241) n(m X + n) = s{x, n).
2242) n(m x + n) = S(=m, X).
2243) n(m x + n) = S(x, n).
2244) n(m x + n) = x_,

X

2245) n(m x + n) = b_,

X

2246) n(m x + n)

| .«
2247) n(m x + n) = ! x .
2248) n(x) = n(y) (mod m).
2249) n(xy) = x (mod Y). .
2250) n(x) (x + m) + n(y) (Y + m) = n(z) (z + m).-
2251) n(m x + n) = £,
2252) n(m x + n) = F,.
2253) n(m x + n) = M.
2254) n (m x +n) =c.
2255) n (m x + n) = C,-
2256) n (m x + n) = h, .
2257) n (m X + n) = L.
Alte ecuatii diofantice nerezolvate referitoare la functia n in

corelatie cu alte functii.
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& 1.2.9. Ecuatii diofantice nerezolvate referitoare la functia n

compus3 cu alte functii
2258) n (& (x)) = &(n(x)), ¥ nu este prim.

2259-2275) Ecuatia de mai inainte, dar in care substituim

functia d(x) respectiv cu g p(x) w(x)
x? ’ LA .

Alte ecuatii diofantice nerezolvate referitoare la functia n

compusd cu alte functii. (De exemplu:

n(r(a(x))) = g(n(7(x))), etc.)

*
& 1.2.10. Inecuatii diofantice nerezolvate referitoare la

functia n

Fie m, n numere intregi fixate. Si se rezolve urmétoareie
inecuatii diofantice:
2276) n(x) 2 n(y).

- 2277) Inegalitatea O < {X/n(x)) < (n(xj/x} are loc pentru
o infinitate de valori ale lui x? unde {a i rt
. : , ¢ reprezintd
fractionald a lui a. tal P pariea

2278) n(m x + n) < d(x).
2279-2300) Aceleasi inecuatii de mai ijnainte (or similare), dar

substituim functia 4d(x) respectiv cu 4, P(X), -o-, 0(X),

r(x), B(x, x), B(x), 8(x), ¥T(x),

Alte inecuatii diofantice nerezolvate referitoare la functia n
in corelatie (or compozitie) cu alte functii. (De exemplu:

8(n(Lx])) < n(L8(x)}), etc.)
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& 1.2.11. Functii aritmetice construite cu ajutorul

functiei n

PROBLEME NEREZOLVATE REFERITOARE LA ACESTE

FUNCTII NOI
O<ngx
2301) T s, (x)"' este o serie convergent&?
x>2

2302) S3 se gdseascd cel mai mic k pentru care

(S,® --. ®S5,) (@) 2N, unde m, n sunt numere intregi fixate.

[

k times

. . . )
2303-4602) S3 se studieze S,- Aceleasi intrebdri (ori

similare) Pentru S . ca pentru 7.
. 1
II. Functia c, : N* = Q, C(x) = = (n(l) + n(2) +
x
+ ...+ (X)) (suma Cesaro referitoare la functia

n)-.

4603) I C, (x)' este o serie convergenti?
x>1

4604) Sa se gdseascid cel mai mic k pentru care

(LC,P OC,L) (m) 2 n, unde m, n sunt numere intregi fixate.

k ori

4605-6904) S3 se studieze C,. Aceleasi intreb3dri (ori

similare) pentru c ca pentru 1.
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Iz, Functia z

~
0

.t N» =N, £ (x) = I n (x), unde
k=1
Y = g si 7 = nc ... en de k ori, s1i ko este cel
. s & o {x=1) (k3
mai mic intreg k pentru care 7 (x) = n (x) .
6505) I E (x)'' este o serie convergentd?
x>2

6906) Si se afle cel mai mic x pentru care

E,7 (X)) > m,

unde I este un intreg fixat.

6907-9206) S3 se studieze E.. Aceleasi intrebdri (ori

similare) pentru S, ca pentru 7.

IV. Functia F, ¢ N\(0, 1} ~ N, F (x) = .  n, (x).
0<pgx
P PTinm
9207) z T, (x)' este o serie convergenti?
x22

9208-11507) S3d se studieze F,. Aceleasi intrebdri (ori

similare) pentru F, ca pentru n.

V. Functia

g, ¢ N* = N, a (x) =

X
n P2 ﬁ(n) , unde

n=1
0, dacd n(n) este par;
B(n) =
1, dacd n(n) este impar.

11508) Fie n € N*. S3 se giseascd cel mai mic k pentru care

(&ﬂo e cc’) (n) = 0.

4 J

k ori

11509-13808) S& se studieze o, Aceleasi intrebdri (ori

similare) pentru o ca pentru 1.
n
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T Functia m, @ N* = N, 7, (3) = a, 1 < j < rn, intregi

fixati, si m, (n+ 1) = min, {ry(ai + amiﬂ , etc.

=z, (x)' este o serie convergent?

1380%) z
x21

13810-16109) S3 se studieze m,- Aceleasi intrebdri (ori

similare) pentru m, ca pentru n.

vIiI. Functia M, : N* = N. O secventd pozitivi finiti
intreagd a,, ..., a, dati este extinsi in mod succesiv
prin:

M (n + 1) = max, {(n(a; + a,;)), etc.

M (#)= 2, , 1 <3 <n.

-1
16110) >§ M, (x) este o serie convergenti?
X2

16111-18410) S3i se studieze M”, Aceleagsi intreb3dri (ori

similare) pentru Mﬂ ca pentru n.

-1 . .
VIII. Functia foin @ N\{1) = N, ng (x) = min (777 (X)),
unde n' (x) = {(a € N | n(a) = x}). De exemplu
n! o (6) = (2%, 2% « 3, 2¢ . 3%, 3%, 32 . 2, 3% . 2%,
2 3 -1
3¢ « 2°), de unde N, (6) = 9.

18411) Si se giseascd cel mai mic k pentru care

-1
( nm’n

[ —

-1 a N . .
© ... o n_. ) (m) >= n, unde m, n sunt intregi fixati
GH.‘\' 7

k ori
-1
main®

18412-20711) S¥ se studieze n Aceleasi intreb3dri (ori

1

in

similare) pentru ﬂ; ca pentru n.
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. -1 -1 -
X. Functia : N =N, n (x) = Cars (n' (%)),

nle‘: cars

i

unde Card inseamn3d num3rul de elemente al multimii A.

20712) S3 se gdseasci cel mai mic k pentru care

( -1 -1
n 0 ... ©

n:ll"d

(z) > n, unde m, n sunt intregi fixati.
k ori

20713-23012) S& se studieze n_, . Aceleasi intrebiri (ori

similare) pentru n;ﬂsca pentru 7.

X. Functia d, : N* = N, 4 (x) = [n(x + 1) - n(x)].

) (

. (k=1
F
e Cin n

(x) = |4, (x + 1) - 4, (x)|, pentru toti k e N,

unde d;” (x) = d’7 (x) .

23013) Conjecturs: d, (1) = 1 orio, Pentru toti k 2 2.

(Aceasta ne aminteste de conjectura lui Gillreath asupra

numerelor prime.) De exemplu:
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2
7(2) = 2 1

1 1
n{3) =3 0 1l

1 0 0
n(s) = 4 0 1l 1l

[
[
-
(@]

n(e) = 3 2 0 1 1 o0

n{7) =7 1 1 0 2 1 0

n(g) = 4 1 o0 3 0 0 1 o

n(9) = 6 1 4 o] 2 0 0 1 1
n(10)= 5 5 o 1 o o 2 1 o0 1
n(il)=11 1 3 o 2 2 1 1 o0 1
n(l2)= 4 2 0 3 2 1 1 1 1
n(13)=13 3 o 2 1 1 o o

n(l4)= 7 4 2 2 1 1 1

n(1s)= s 1 6 1 o o0

n(lé)=6 10 1 2 1
11 10 7 2
n(17)=17 ©0 8 O
11 2 7
n(ig)=6 2 1
13 1
n(i9)=19 1
14
n(20)= 5

) (x)
23014-25313) Si se studieze d, . Aceleasi intrebiri (ori

similare) pentru d:n ca pentru n.

XI. Functia @, : N* = N, o, (x) este numarul de m-uri,

cu 0 <m < x, astfel incat n(m) divide x. Deciw, (x) 2>

2 w(x), iar egalitate avem dac3 x = 1 sau x este prim.



25314) Si se giseascd cel mai mic k pentru care

(v, 0 ... cw,) (x) = 0, unde x este un intreg fixat.

k ori
25315-27614) S& se studieze wo,. Aceleasi intrebdri (ori

similare) pentru ¢, ca pentru 7.

N* - N, Mn (X) este numarul de m-uri,

XZI. Functia M
cu 0 < m < x*, astfel incidt n(m) este multiplu de m. De
exemplu ¥ (3) = card (1, 3, 6, 9, 12, 27) = 6. Dacd p
este prim ., M, (p) = card (1, a;, ..., 2,}, atunci toti a,

2 < i < r, sunt multipli de p.

27615) Fie m, n numere intregi. S% se giseascd cel mai mic k

pentru care (M, o ... © M) (m) 2 n.

k ori
27616-29915) S3 se studieze M,. Aceleasi intrebdri (ori

similare) pentru M ca pentru 7.

XIII. Functia g, : N* - N, o, (x) = T n(d).
dix

é>o

De exemplu o (18) = n(l) + n(2) + n(3) + n(§) = n(s)+

+ n(18) = 20, o, (9) = 9.
29916) Exist3d o infinitate de numere neprime n astfel incat

g, (n) =n ?

29917-32216) SA se studieze o,. Aceleasi intrebdri (ori

similare) pentru ¢ ca pentru n.
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XTI Functia T, : N =N, r(x) este numarul de n-uri

Cu proprietatea ci 7(n) < x.Dacd p, < p, < ... < p £ n <
¢ P,.; este sirul numerelor prime, pentru : =
a, a -2l
=1, 2, ..., k avem ci PF; divide pe n! darb; nu divide
pe n!, atunci:
T, (n) = (a, + 1) ... (a, + 1).

32217-34516) S3 se studieze Ty o Aceleasi intrebdri (ori
similare) pentru 7, ca pentru 7.
XV. Functia ¢, : N* = N, ¢ (x) este numarul de m-uri,

cu 0 < m < x,avand proprietatea ci(n(m), x) = 1.

34517) Este intotdeauna adevdratd inegalitatea ¢, (x) < ¢ (x)"

34518) S& se gdseascd x astfel incat @, (x) > ¢(x).
34519) S3 se gdseascd cel mai mic k pentru care

(¢, © ... 0 9) (X) =1 unde x este un intreg fixat.

k ori
34520-36819) S3 se studieze g9,. Aceleagi intrebdri (ori

similare) pentru %, ca pentru 7.

Alte functii in teoria numerelor construite cu ajutorul functiei

n, $i noi probleme nerezolvate corelate cu ele.



36320 - =, Putem continua aceste secvente recursive si
probleme deschise implicadndu-le la infinit. Astfel
construim o infinitate de noi functii: folosind
functiile S,, C,, ..., ¢, construim functiile £., £
€

s e .,

n (Prin diverse combinatii intre s_, C,,

n n M 2
(i=1) (i)
de exemplu: S, (x) = T S pentru x e N*,
O<n<x
(| * ) . )
S, ¢ N* =N ‘pentry 1 =0, 1, 2, «+., Unde s, = S, Sau:
1 .
sC, (x) = - ¢ s, (n), SC, : N* - q, sc, fiind o combinatie
X n=1
intre s, si C,’ etc.): 1in mod analog cu ajutorul
functiilor f,., £+ ... £, Construim functiile
1
L £50 oo, f2n2 etc. Metoda de obtinere a unor noi functii

continud la infinit. Pentru fiecare functie avem cel putin
2300 probleme nerezolvate, iar numirul acestor functiilor este

infinit. Metoda se poate reprezenta in urm3torul fel:

produce
— - € &
n Sﬂ, Cﬂ' e e e, ¢f7 L1100 S0 e e ey, n
£i40 £430 enn, fin, — £, £, ..., fan
€ € —_—— e
“21r ~22! c e ., -2_,2 5311 -32, * s e, ‘3“3
£ £ £
Lo S0 ..., Siao T B fi 0 eel, Sie1,n
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Alte metode recurente de obtinere a noi probleme deschise.

& 1.2.12. Concluzie:

in aceasti lucrare autorul vrea si demonstreze c3 se pot
construi o infinitate de probleme deschise, in special in
teoria numerelor: se combin¥ si transform3 numerele pand se
obtin relatii interesante. Unele probleme deschise s-ar butea sa
afecteze dezvoltidri ulterioare in stiinti.

Lumea este in crizX generali. Oare problemele nerezolvate
- constituie o crizi matematici sau, dimpotrivd, absenta lor ar
duce la o stagnare intelectuald? Omenirea va avea intotdeauna
probleme de rezolvat, chiar nevoitda fiind si% rezolve din nou
(pe alte c3i, si privind din alt unghi solutiile) probleme
deja rezolvate!

De exemplu, aceastd lucrare aratd cd oamenii vor fi din ce in ce
mai mult coplesiti de probleme fdr3d raspuns. [E mai usor sa
intrebi, decadt s3d rdadspunzi.]

Aici sunt expuse probleme (ne)rezolvate care s—-ajungd pentru
totdeauna!! S3 presupunem c3d s-a rezolvat o infinitate de
probleme, tot va mai r&mane o altd infinitate. Nu le
descondiderati ca fiind triviale ori neimportante, ele sunt

foarte substantiale.
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1.3. Rezolvand probleme cu ajutorul acestei functii

Fie n > 1, h > 1, si a > 2 numere intregi. Pentru ce
valori ale lui a si n, expresia (n+h)! este multiplu de a" ?
(O Generalizare a Problemei nr. 1270, Mathematics
Magazine, Vol. 60, No. 3, June 1987, p. 179, propusd de

Roger B. Eggleton, The University of Newcastle, Australiza.)

Solutie:

(Pentru h = 1 se obtine Problema 1270.)

& 1.3.1. Introducere
Am construit o functie n (vezi [1]) avand urm3dtoarele
proprietdti:
(a) Pentru fiecare intreg nenul n, n(n)! este multiplu

de n:;

(b) n(n) este cel mai mic num3dr natural cu proprietatea (a).

Este ugsor de demonstrat ca:

Lema 1.3.1. () kK, p ¢ N*, p,= 1, k se scrie in

mod unic sub forma:
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unde el = -1 [/ (-1,1i=1,

eee, &, & € N*,
Am construit functiile n,, P Prim

N*,6 astfel:

(V) n € N*, nJ a:m ) = p", S$i

=t np(an :p)) SN i na(a?:)

Desigur:

Lema 1.3.2.
(a) (YY) k € N*, n_ (k) ! = Mp*.

> 0, Ny N* -

(2) n, (K)este cel mai mic num3r cu proprietatea

(a). Acum construim alt3 functie:

n : Z\{0)}) = N definitd cupd cum urmeazi:
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n{= 1) =0,

a, a
(V) n=¢€¢p, ... P cu € = =1, p, pTize gi

P; * P; pentru 1 * 3/ toti @ € N*, n(n) =

= max {n, ()}
l<iks

Nu e dificil s¥ demonstrdm cd n are proprietdtile cerute

in & 1.3.1.
a, a,
& 1.3.2. Fie a =P, ... P, . cu toti a; € N* si toti

P; prime distincte. Din teorema anterioard rezultd ci:

n(a) = max (npi (2;)} = n, (a) (prin notatie).

1<ics

Deci n(a) = n(p%, (" ! = Mp°.

Se stie ca:
n, n,
p -1 P -1

n, n, L, ——— + ...+ T,
<,P + ...+t p ) ! =Mp -1 p-1
Punem:
n, n
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p -1 P -1
si L,/ .. =, =an
P-1 p-1
De unde
n, n,
1 p -1 P -1 n, n
- + ...+ L, 2t P + ... +%p -nh
a p=-1 p-1
sau

() e (p-1) h2(ep=-a-=-1) [P + ..ot D ] -

+ (t1 + o o & + t:).

n, n,
tn aceast¥ conditie, ludm. n; = ¢, p + ... + ¢, P - h

{nc, n, > 0;
(vezi lema 1.3.1), decin =11, n, < 0 .

Considerdnd cd a » 2 este dat, avem un numir finit de n-uri.
Existd un numd3r infinit de n-uri daci si numai daci e p - a - 1 =

= 0, Sau e =1 gi P=2, sgau 2a = 2.

& 1.3.3. Caz particular

Dacd h = 1 gi a « 2, deocarece
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1, rezulti din (1) ca:

(1') (@ p=-@) > (eap=-a=-1) «1+1=2cp~a

care-i imposibil. Daci h = 1 si a = 1 atunci

e =1, 2 =2,
sau
(1") 1 > ¢, + ... * T,
n, o)
deci £=l,t1=ldeunden=t1p + ... T %P - h =
n,
= 2 -1,

n, € N* (solutia Problemei 1270).

Exemplul 1.3.1. Fie h = 16 si a = 3* - s2. Sd se g¥seascd n

astfel incat

(n + 16) ! = M 2025".

Solutie

n (2025) = max {(n; (4), ng (2)) = =ax (9, 10} = 20 =

= n, (2) =n (5°). De unde a = 2,

o s. Din (1) rezultd:
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de unde 7, £ 1, sau n; =1, §i ¢, =1, 2, 3.Atunci 7 =

=t, 5 - 16 <0, deci ludm n = 1.

Exemplul 1.3.2.

(n = 7)!

L]
=
w
=
(¢]
a»
3
Q.
o |
]
H
[ V]
w
F
w

(n + 7)! =M 5 cdnd n = 1.
(n + 7)! =M 7%cénd n = 1.
Dar (n + 7)! ¥ M p", Pentru p prim > 7,(V¥) n € N=».

(n + 7)! =M 2" cand

si ns=
etc.
Exercitii pentru cititori:

Dacd n ¢ N*, a € N*\(1l}), s¥ se giseasci valorile lui a sin

astfel incat:

(n + 7)! sd fie multiplu de a".
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cateva probleme deschise (vezi [21])
g% se rezolve/studieze urmdtoarele ecuatii diofantice:
(1) n (x) = n(y) =10 (x+7Y).
(2) n (x) =Yy! (0 solutie: X =9, y=23).
(3) Conjecturd: ecuatia n (x) =n (x + 1) nu

are nici o solutie.

Referinte:

[1] Flerentin Smarandache, "aA Function in.:he Nuxmber Theory,"
Analele Univ. Timiscara, Fasc. 1, Vol. XVIII, PP- 7%-88,
1980, MR: 83c: 10008.

(2] Idem, Un Infinity of Unsolved Prcblems Concerning a
Function in Number Theory, Intermaticnal Congress cf

Matnematicians, Univ. of Berkeley, CA, August 3-11, 1986.

(Un comentariu dspre aceast® generalizare a fost publicat in
"Mathematics Méqazine“, Vel. 61, No. 3, June 1588, p. 202:
nsmarandache a considerat problema general3d de gdsire a unor
intregi pozitivi n, a, si k, astfel incat (n + k)! s3 fie

multiplu de a". De asemenea, pentru intregi pozitivi p si k,
cu p prim, el a gd3sit o formuli de calculare a celui mai mic

intreg f(k) cu proprietatea cid (£(k))! este multiplu de .M
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1.4. Cateva ecuatii liniare implicand aceastd functie

Am construit o functie n care asociazi fiecXrui intreg nenul m

cel mai mic numdr pozitiv n astfel incat n! este multiplu de m.

(a) S& se rezolve ecuatia (X) = n, unde n ¢ N.

*(b) S3 se rezolve ecuatia (mx) = X, unde m ¢ Z.

Discutje.

(c) Fie nt = g, ¢ 7 © ... on de i ori. Si se arate
cd existd un k pentru care

n (m) = %" () = N,, pPentru m e Z*\{(1).

**S3 se giseasc} n, s$i cel mai mic k cu aceastX proprietate.

Solutie
(a) Cazurile n = 0, 1 sunt triviale.

Notdm secventa crescitoare de numere prime mai mici sau egale

cunprinp, P, ..., B, si

]
ﬁga 2 [n/pt] Itall 2! MY 4 ;

4

unde [y] este cel mai mare intreg mai mic sau egal cu vy.
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Q. a.

‘e 1 :
Fie n = pi; ... 2 *, unde toti p; sunt numere prime
s J

distincte si toti ¢, sunt din N.
P

Desigur avem ci n < x < n!

c, g,
i | 3
Astfel x = R unde 0 < ¢, < £, pentru toti
t =1, 2, ..., k $i exist¥ cel putin un
j € (1, 2, ..., s} Pentru care
-1
o, € (B B yoeees By oomoa + 1)

in mod clar n! este multiplu de x, si este cel mai mic.
(b) Vezi de asemenea [1]. ConsiderZmm € N=*.
Lema 1.4.1. n (m) < m, $1 n (m) = = dacd si numai dacx
m = 4 Sau m este prim.
Desigur m! este multiplu al lui m.

Dacim «4 $1 m nu este prim, lema este echivalent3 cu:

exist3 m,, m, astfel incat = = m; ¢ cu 1< m, £ 3y

si (2@ <mor 2 m <m). De unde n (m) < 2 m, < m,

respectiv n (m) < max {m,, 22} < m.

Lema 1.4.2. Fie p prim > 5. Atunci n (p x) X dacd
s$i numai dacd x este prim > p, ori x = 2p.
Demonstratie. n (p) = p. Deci x > p.

In mod analog: x nu este prim i X ® 2P = X = X, X,,

1l <x < x, i (2 x, < Xy, X; = Py, $i 2 %, <-x) =17 (2 x) <
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< max {p, 2 X,}) < X respectiv n (P X) £ max {(Z, 2 X, X}
< X.
Observatii:

n (2 x) = x = x = 4 sau x este numir prim impar.

n(3 X) =X =x=4&, 6, 9 sau x este numdr prim > 3.

lema 1.4.3. Dac3 (m, x) = 1 atunci x este prim 7 (2).

Desigur, f (TX) = max (7 (m), n (X)) = n (x) = x.
Si x = n (m), deocarece daci X = n (m) atunci ® * 7 (=) divide pe

n (m)! adici m divide pe (n (m) - 1)!de unden (m) < 7 (m) -

- 1.
Lema 1.4.4. Dac3 x nu este prim atunci n(m) < x £ 2 n (m)

$i x = 2 n (») dacd si numai dacd n (m) este prim.

Demonstratie: Dacd x > 2 n (m) existd X, X cu 1l < X, £

< X, X = X, X;.Pentru X, < n (m) avem cd (x - 1)! este

multiplu de mx. Demonstratie similarX pentru celelalte cazuri.

Fie x = 2 n (m): dacd n(m) nu este prim, atunci

x=2ab, 1 <as<b, dar produsul (7 (m) + 1) (n (@)

=

+2) ... (2n (m) - 1) Se divide la x.

Daci n(m) este prim, n(m) divide pe m, de unde m -+ 2 n(=)

se divide cu 1 (m)?, rezulti ci n (m e+ 2 n (m)) 2 2 °

n(m), dar (n (m) + 1) (7 (m) + 2) ... (2 n (B)) este

multiplu de 2 7 (®), adicy n (m - 2n (m)) = 2 n (=).
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Concluzie

orice numir prim x >0 (®).este solutie.

Daci n (m) este prim, atunci x = 2 5 (m) este o solutie.
*Daci x nu e prim, n(z) <x<2n (z), $1 xnu

divide pe (x-1)!/m atunci x este o solutie (chestiune semi-

deschis¥). Daci m = 3 se adaugd si x = 9. (Nu mai existd nici
alti solutie.) -

(<)
Lema 1.4.5. n (ab) £n (a) + n (b).
Desigur, n (a) = a' §i n (b) = b' implicd (a' +
+ b')! = b'! (b' + 1) ... (b' + a')., Fie a' < b'. Atunci
ﬂ(ab) < a' + b', deoarece produsul unor a’ intregi consecutivi
este multiplu de a’!
Evident, daci m este prim, atunci k = 1 gi n, = 3.
Daci m nu este prim, atunci 7 (B) < ®, de unde rezultd ca

existX k pentru care N (@) = 7%V (m).

Dacd m » 1 atunci 2 < n, < m.

Lema 1.4.6. n_ = 4 orin, este prim.

Daci n, = n, n,, 1 < n, <n, atunci n (n,) < n,. Absurd

e .

n = 4.

(**) Aceastd chestiune rdmane deschisi.

Referinti:
(1] F. Smarandache, A Functicn in the Nuzmber Thecry, An.

Univ. Tiziscara, seria st. mat., Vol. XVIII, fasc. 1

-y
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2. ALTA FUNCTIE iIN TEORIA NUMERELOR

[n aceasta lucrare definim o functie L care ne va permute s generalizim isepara:
sau sumuitan) cateva teoremme din Teoria Numerelor obtinute de Wilson. Fermat. Euler.
Gauss. Lagrange. Lzibniz, Moser si Sierpinsk.

. 15
e

& 2.1. Fie A muitimea fmeZ/m =#p® 229" p - pnm wpar. B € N* saum = % 2%,

a=0,1,2saum=0}.

. [o4 a - . . .o
Flem=gpyl...pif,cus=+ 1, & N*, p,...., p, oumere prime pozitive distincte.
1 T d P b P

2

Consideram functial: Z° —» Z,

Lix.m)=(X = C{)eeee il X = Cqummy)» Unde €y, ... , Cum SUNL toate resmictiiie modulo m.
relativ prime cu m st 1p este functia Euler.
Dacd toare numerele pnme distincte ¢ divid x 1 m simultan  sunt

pil""’pir amnci.
- @y @ . ) .
Lix,m)= F1] mod L cand m <= A, respecnv m = A st

C.i1

Lix.mj=10 (mod m/(pfli" p;a:"]]. Peammu d = p, ...pzi’ am =m/d

i

oo P i
gasim

Lix.m = Fl+kid = kg m’ (mod m),

unde k}. kS constituie o solutie particulari intreags a ecuatiei diofantice
k-m'-k. d=F1 (semnele sunt alese dupi apartenenta lui m [a A).

Acest rezuliat genperalizeaza teorema Gauss
C ...Cam, = Fl (modm). cindm = A. respectiv m £ A (vezi [1])

care la randul e1 generaiizeaza teorema Wilson p-pAm =(p-1}!=-1(modps

Demonstrane:

Urmatoarsie dous leme sunt mviale:
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Sunt oate resmriie moduio p°orelaty prme cu pt.

B
Q
N
[
o
(%]
(4]
(&7
gl
[#]

ice
o p“]

unds p este inreg si o« @ N*. atunci penmu k = Zsi B = N* kpf - S kpP oo,
ofp%]

sunt deasemenea toate resmrile modulo p% reladv pnm cu p® Este suficient si

demonsam <4 penou | i < o(p%) avem k pf - c: relanv prime cu p%, ceea ce este

2vident.

Lema 2.2. Dacic., .., ¢ am) SUAL Toate resturiie modulo m. relatv prime cu m si
;

Qg . . a; +1 .. . .. Sy .
p;' divide m si p;" " nu divide m. arunci St s eey Cyp CODSTIUIE p{m:p;* ) sisteme

reduse de restun modulo p“ b,

Lema 2.3. Dacic. ..., Calqy Suntresturile modulo q relaniv prime cu b si (b, g) ~ i

amncib+c, . ... b+cy, ) conune un reprezentan: al clasei O modulo g

Desigur, deoarece (b. g - by ~ 1 va exista Cip, =q—b,decib+ Cig =M. Deaici avem:

Teorema 2.1. Daci (\ m/[p:mil ...pm" n ~ 1 amunct

i} ir

(X =C X = Cqm) =0 (mod m/[p?;il __.pf’ir H

: r

Lema 2.4. Deoarecec, ... Cquy= F1 (mod m) rezults ca c, ... Cam;= T lHmod p*),

Vi, cand m = A. respectivm < A.

Lema 2.5. Daci p; divide x §i m simultan, atunci (x + C1)...(x* cam,) =T 1(mod P ),
M £ A.respeciv m € A, Desigur. din lemeie 25 1, respectiv 4 avem:

(X = €)X = Cquem)) = C: ... Coqqpny =F 1 {mod picxi ).
Din lema 2.5 obtinen:
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Teorema 2.2. Daci p;, ... b;_ suat toatz qumereie prime ce divid X si m simulzan.

. —- oy 21 .
AWUACH (X * &)X * Cqm} =T 1tmod 5, L. D;." 1,cand m € A.respeciv m € A.

Din teoremeie 1 si 2 rezuitd L (x, m) = Fi+k,d=k-m’ unde k. . k. = Z

Deoarece (d. m’) ~ 1. ecuaa diofantcs ka m’ - k, d = F1 admite solutii intregi

M

tnecuncscuteie find k.. k.. Astfel k, =m’ ¢ -k? sik, =dt - k?, cut=Zsi k? k%o
soiutie intreags particuiara a ecuatizl. Astfel:

Lixm=Fl-mdrt-k}d= F1-k0d (mod m)

sau

Lix.m)y=k ‘2’ m’ {mod m).

& 2.2. Aplicatii

1. Lagrange a exuns teorema lui Wilson astfei:

" daca p este prim, atunci xP*- 1 = (x ~ Dx+2)...(x + p-1) (mod p)~.
Vom exunde acest rezultat astfel:

Oricarear fim=0. 4avem penrux’ +s° =0 §i daci m e prim atunci (x, m) £ m;
K,’:(ms)ﬁ

x> ={x+ 1 x+ 2\...(x+\ml— 1) (mod m) , unde m, :'zi s sunt obunute din
algonimul:

X =Xgdg: (xp.mal =1
0 odo:  {Xp.mg]
( ){m=m(,d0; dg =1

(M do =d(1] dl’ (d,}).ml)~1
. mo =mldl. dlzl

(vezi [3] sau [4]). Peatru m pozitiv prim. avem m, = m. s = 0 st @(m) = m - 1. adici
Lagrange.
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2. L. Moser a enumat unndtoarsa r2oremd.
" dacd p este pnm atunci (p - D a7 = a = M p” s Siervinsk: (vezt {21, pag 371 “ daca D
este pnm atunci a¥ + (p - 1)t a = M p” care reunesc teoremeie Wilson st Fermat in una
singura.

Funcuia L si algonitmul din §2 ne vor ajuwa sa le generalizim astfel: ” dact a si m
sunt inreg:. m = 0 §i C,. ... Cyyyy, SUNt toate resturile modulo m. relativ prime cu m. atunci:

A mg s

Ci o Crer, 8 -Li0.mia' =M m.

respecuv

-L0,m) a®™ P+, cqmd =Mm
sau mai mult:

(X=C)) e (X =g )22 ™ L Lix, m) 2 = M m.
respectv

my| +s .
ST rxme ) X = cqmia =Mm.

-Lix. m) 2%
care reunesc Fermat. Euler. Wilson. Lagrange s1 Moser (respectiv Sierpinski).
3.  Autorui a mai obtinut o generalizare a rezultatelor i Moser s Sierpinski (vezi [6].
probiema 7. 140, pag 173-174) astfel: “ daca m este inweg pozitiv. m = 0, 4 si a inwreg,
atunci (a™ - a) (m - 1)! = Min ” reunind teoremele Wilson s1 Fermat in alt mod.
4, s1bniz a enunzat ¢ “dac3d p este prim anumci (p - 2)! = 1 tmod p1 ”: noi consideram
"¢ <c. (modm) " daca ¢’ < c’iﬁ; unde 0 =¢" < m,0=¢',;, < m,sic =c" (mmod my;
Ciay = &'y (mod m: se vede usor ¢ dacd ¢.. ¢, . ... Cqm, Sunt resturile modulo m. relatv
pnme cum f(c; <c., (modm), ¥ i. m=0) anmmci ¢, ¢, ... Cqmy: == | (mod m), cind

m = A.respectivm € A. deoarece Cqpp; = -1 imod m).

Referinte:

I Lejeune-Dinchler. “Vorlesungen uber Zanlentheore”. d4te Auflage. Braunschwe:g:

1894, §38.

2 Sierpinski. Waclaw. " Ce stim §i ce nu siim despre numerele prime”. Ed. St fica.

Bucurest. 1966.
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I

Smarandache. Floremtin.  ”0Q generaiizare a teoreme! iul Fuier refentoars i
congruente”. Bulet. Univ. Brasov. sema o Vol XXIIL pp. 7-12. 1981 vez
Mathematical Reviews: 821 3: 10006,

Smarandache, Florenin. “Généralisations et Généralités. ” Ed. Nouvelle. Fes. Morocco.
Pp. 9-13. 1984,

Smarandache, Florentin, “A function in the number theory,” An. Univ. Timisoara, sera
st. mat.. Vol. XVIIL fasc. 1 pp. 79-88. 1980: vezi M.R.: 83c: 10008.

Smarandache. Florentin. “Problemes avec et sans ...‘problemesi", Somipress, Fes.

Morocco. 1983; vezz M.R.: 84k: 00002.
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3. FUNCTII PRIME IN TEORIA NUMERELOR

& 3.1. Vom construi o clasi de functii, definite astfel:

0, dacd n este prim;

P, : N --> {0, 1}, P. (n) =
1, in caz contrar.
De exemplu P, (2) =P, (3) = P, (5) = = 0,
Pe cand P. (0) = P, (1) = P, (4) = =1

In generai, pentr% un intreg dat k = 1, se poate definj:
P, : N --> {0,

’

0.dac3dn,, n,, ..., n, sunt toate prime;

Px (n;l nz: . . nk) =

. ) 1,1in caz contrar.
Mal departe, s3 studiem fin ce conditii P, (n,, n,, ..., n) = 0, Sau

sd determindm conditii necesare $i suficiente astfel incat n
intregi, primi intre ei doi cate doi, sd fie simultan primi.

Aceasta generalizeazi teoremele lui V. Popé [3], I. Cucurezeanu
([1], p. 165), Clement, S. Patricio [2], etc.

In mod particular aceastx

Teoremd Generald ofer¥ diferite
caracterizdri pentru numerele p

rime gemene, cuadruple,
exc.
& 3.2. Introducere. Este evidenti urmitoarea

Lema 3.1. Fie A, B intregi nenuli. Atunci:

AB = 0 (mod pB) = A 0 (mod p) = A/p este numi3r intreg.

Lema 3.2. Fie (p,q@) - 1, (a,p) - 1, (brq) - 1.

Atunci:

A 0 (mod p) $i B

0 (mod g) = aAg + bBp = 0 (med
PG) = aA + bBp/g = 0 (mod p) - ak/p+bB/g este numdr intregq.

Demonstratie:
Prima echivalenti:

Avem A =Kp $1 B = Kqg, cu K, Kez, deci
aAg + bBp = (2K, + bK,) pg.
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Reciproc:

aAg + bBp = Kpg, Cu KeZ, rezultd

ca aAg = 0 (mod p) si bBp = 0 (med q),

dar din presupunerea

anterioard obtinem A = 0 (mod p) gi B =0 (mod q).

A doua si a treia echivalent3d rezult3d din lema

Prin inductie extindem aceasti lem3 la

Lema 3.3. Fie Py ---: P, coprime doud cite doud,

$i fie 2,, ---, 2, numere intregi astfel incat

(a,, p;) - 1 pentru orice i. Atunci:

[+1]
i3
(WA
=
’J.
\-'-U
"

0 (mod py ... p,) =

(2,A;/p;) = 0 (mod P/D),

i=1
unde P=p, ... p, §1 D este un divizor al 1lui p
n
- .z a;A;/p; este numdr intreg.
1=1
& 3.3.

Din aceast3 lem3 putem s¥ deducem imediat o

TEOREMA GENERALA:

Fie P;;, 1 <1i<mn, 123 <my, numere intregi coprime

doui cate dou#, si fier,, ..., r,, 2,, ..., a, numere intregi

astfel incadt a; s3 fie coprim cu r, pentru orice i.
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Se considerx urmitoarele conditii:

3

Figr -+ Pim  sunt simultan prime dac¥ si numai

dacd ¢; = 0 (mcd r,), pentru orice i.
Atunci:

Numerele pijl 1 <1 =n, 1< ] < ., sunt

simultan prime dac¥ si numai daci

n
(*) (R/D) I (2,c;/%;,) = 0 (med R/D),
i=1
n
unde R= 1 r, i D este un divizor al lui R.
1=1
Observatie:

Adesea in conditiile (i) modulul r; este egal cu

.'JI

m,
i L3 (] 3 L3 (] a
I P;., Ori cu un divizor al acestuia, gi in acest caz

relatia Teoremei Generale devine:

neMo

(P/D)

I,
(a,c;/ I P;;) = 0 (mod P/D),
i 5=1

1

unde

S|
P = n P;; si D este un divizor al 1lui p.
J
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Corolarii:

Obtinem usor ci ultima relatie este echivalentd

n m
Z ac (/0 p;;) =0 (mod p),

si

n m.
]
£ (a,c/ I p;;) este num3r intreg,

Restrictiile impuse pentru numerele P;; din
Teorema Generald sunt foarte largi, deoarece dacd ar fi
doud numere distincte necoprime, atunci cel putin unul dintre
acestea n-ar fi prim, deci cele ®; * ... + m numere
n-ar mai putea fi prime toate (simultan).

Teorema Generald are multe variante, in concordanta
cu valorile atribuite parametrilor 2, ..., a_,
sir, ..., I, precum si parametrului D, dar $i in concordanti
cu congruentele i ---, C, care caracterizeazd
fie numai un num3r prim fie mai multe in acelasi timp.
Putem porni de la teoreme (conditii ¢€;) care

caracterizeazd un singur num3dr prim [vezi Wilson, Leibniz,

Smarandache [4], sau Simionov (p este prim dac3d si numai daca
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(p=k)1(k-2)!=-(-2)* = 0 (mod p), c4nd p > k > 1; aici, este
preferabil si ludim  x = [ (p+1)/2 J, unde | x| reprezinty
cel mai mare intreg < x, pentru ca numirul

(p=k) ! (k-1)! s¥ fie cat mai mic posibil] pentru a obtine, cu

ajutorul Teoremei Generale, conditiile C;, care

caracterizeazd mai multe numere prime in mod simultan.

Dupd aceea, din conditiile c, ¢

j» folosind Teorema

Generald din nou, obtinem conditii noi ¢, care

caracterizeazi numerele prime in mod simultan. Si

aceastd metodd poate fi continuati in mod analog.

Observatii

Fie m; = 1 iar c, reprezinti teorema lui Simionov

pentru orice i.

(a) Dacd D = 1 rezulti teorema lui v. Popa, care
generalizeazi teorema luj Cucurezeanu, si care la randul ei
generalizeazd teorema lui Clement.

(b) Daci D = P/p, si alegdnd in mod convenient

parametrii a,, k; pentru i =1, 2, 3, rezultx teorema 1lui

S. Patricio.

Cateva exemple:

3-1. Fie Py, Py «--, P, numere intregi pozitive > 1,
coprime doud cite doui, si 1l < k; < p; Pentru orice j.
Atunci:
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Py, Py, ..., p,sunt in mod simultanprime daci si numai

daci:

H

(T)

[(i=kpi(k=1)t = (-1) "7 « @I p, =0 (mod
1 J=1i

[ o B0 |

i

Py P; --- P,

n k;
(v) (k) tk=2)t=(-1) "1 D p)/(p,., --. p) =
i=1 =i
= 0 (mod p, ... p,)
ori
n k;
(V) T [(Pi=ky) t(k=1) t=(-1) 1py/P; = 0 (mod p;)
1=1
eri
n . .
(W) iz [(P;=Kk;) 1 (k;=1)!-(-1) ']1/P; este un numir intreg.
=1

3.2. Alt exmplu, folosind alt3 relatie (prima teoremi
din [4]): p este un numir prim pozitiv daci si numai

dac3 (p=3)!=(p-1)/2 = 0 (mod P).

[(P;=3)!=(p;-1)/2]1p,/p; = O (mod p,).

e
'.J
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3.3. Numerele impare p si p + 2 sunt prime gemene dacd

si numai daci:

(p-1)1(3p+2) + 2p + 2 = (mod p(p+2))

sau

(P=1):(p-2)-2 = 0 (=od p(p+2))

sau

((p-1)! + 1) / p + [(pP-1)! 2 + 1] / (p+2) este un numir

intreg.

Aceste caracteriziri de numere prime gemene diferi de
cea a lui Clement: ((p-1)!4 + p + 4 = 0 (mod p(p+2))).

3.4. pje (p,p+k) - 1, atunci p si p + k sunt prime in
mod simultan daci si numai dac¥ (p-1)! (p+k) + (p+k-1)! p +
2p + X = 0 (mod p(p+k)), relatie care diferX de cea

a lui Cucurezeanu ({11, p. 165): k.k! [(p-1)!+1] +
[k!=(-1)"] p = 0 (mod p(p+k))).

3.5. Iatd o caracterizare de numere prime
Cuadruple p, p + 2, p + 6, p + 8: [(p-1)!+1)/p + [(p~-
1)121+1]/(p+2) + [(p-1)!6!+1}/(p+6) + [(P-1)!8!+1]/(p+8)
este un intreg.

3.6. Pentru p - 2, p, P + 4 numere intregi coprime

dou# cate doui gisim relatia: (P-1)!+p[(p=-3)!+1]/
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/(p=2)*P[(P*3)!+1]/(p+4) = -1 (mod p), care diferid
de cea a lui Patricio (8[(P+3) !/ (p+4)]) + 4[(p-23)!/(p-2)] =

= - 11 (nmed p)).

Referinte:

(1] Cucurezeanu, I.--Prcbleme de aritmetici si teoria
numerelor, Ed. Tehnicd, Bucuresti, 1966.

(2] Patrizio, Serafino--Generalizzazione del teorema di
Wilson alle terne prime, Enseignement Math., Vol.
22(2), nr. 3-4, pp. 175-184, 197s6.

(3] Pcpa, Valeriu--Asupra unor generaliz3ri ale teorenei
lul Clement, Studii si cercetari matematice, vol. 24,
nr. 9, pp. 1435-1440, 1972.

(4] Smarandache, Florentin--Criterii ca un numir natural
s& fie prim, Gazeta Matematic3, nr. 2, pp. 49-32:

1981; see Mathematical Reviews (USA): 83a: 10007.

[Prezentat la Cea de-a 15-a Conventie Anual3d a Academiei Romano-
Americane, care a avut loc in Montréal, Québec, Canada, intre 14~

18 iunie, 1990, la Ecole Polytechnique de Montréal.]
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4. ASUPRA FUNCTIEI TOTIENT A LUI EULER IN TEORIA NUMERELOR

Functia totient (ori phi-) a lui Euler este definitd astfel:
pentru orice intreg x, ¢(x) este numdrul de intregi primi cu x
si mai mici decat x; sau num3drul claselor reduse de resturi
modulo x.

in continuare vom studia o conjectur3d referitoare la aceastd
functie.
4.1. O proprietate a unui contraexemplu al conjecturei lui
Carmichael referitoare la functia totient a lui Euler

Conjectura lui Carmichael este urmitoarea: "Ecuatia ¢(x) =n
nu poate avea o solutie unic3, (V) neN;
" unde ¢ este functia lui Euler". R. K. Guy a expus in [1]
cateva rezultate asupra acesteia: Carmichael insugsi a demonstrat
ca dacd n, nu verificd conjectura, atunci Tp > 10%7; V. L. Klee [2]
a imbunititit rezultatul la Ny > 10°°, gj Masai & A. Valette [3)
1-a mirit 1a10'®®, c. pomerance [4]scris despre aceasta de
asemenea.

tn lucrarea de fat3 vom demonstra ci ecuatia ¢(x) = n admite
un num3r finit de solutii, vom determina forma generald a acestor
solutii, si vom demonstra ci dacd x, este solutie unici a
ecuatiei de mai sus (pentru un n fixat), atunci x, este multiplu
de 22.32.72.,52 §i din (3] x, > 1079900,
& 4.1.1. Fie *; o solutie a ecuatiei ¢(x) = D-
Se consider3d n fixat. Incercim s¥ construim altd solutie VY, « X .
Prima metoda:

Descompunem pe x, = a-» , cu a, b intregi, astfel incéat

(2, b) - 1; cXutim un a' = a astfel incat o9(2’) =

¢(a) $1 (2', b) -~ 1; rezulti ci Yo = 2'-b.

91



A doua metodi:

g, 8. _
S o--- @, Cutoti g ¢ Nk, gi 9%,

fie xo = r
*--+ G, sunt numere prime distincte douX cite dous;

cdutdm un intreg q astfel incat (g, %) ~1gi ?(g) divide

pe xo/(q1 c .. C‘r)7 atunci YQ = ch_/g(q)_
Observdm imediat cx putem lua pe q prim. Autorul

conjectureazi ci pentru orice intreg ¥, > 2 este posibiil

sd gdsim, cu ajutorul uneia dintre aceste metode

’ un yocxo

astfel incat ¢(y,) = ? (%) .

Lema 4.1.1. Ecuatia ®(%) = n admite un numdr finit

de solutii (YY) n € N.

Demonstratie:

Cazurile n = 0, 1 sunt triviale. cConsiderim n fixat, n > 2.

Fie p, < -+ <P, £ n+ 1 secventa numerelor

el
2l
g.
o
o
Y
Q
Ax
N A

c este o solutie a ecuatiei anterioare, atunci X5

a o
1 s
are forma x, = p, ... P; » cu toti e, € N. Fiecare ©;

este limitat, deoarece:

(V) ieq1, 2, ..., s), (2 g € N:p >n.

De unde o0 < @, < a; + 1,

pentru orice i. Astfel, gisim o

limitd extins3d pentru numirul de solutii: TS] (a. + 2y
i=y
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Lema 4.1.2. Orice solutie a acestei ecuatii este de forma

(1) sau (2):

€, €,
P, P
Xg = N ( ) ...’ 2 ) € Z,

p,-1 \ p -1
unde, pentrul < i <s, avem ¢€; = 0 daci % = 0, crieg; =
daci g, = 0.

€1 1 es
. < 1-1 Pm=
Desigur , n = 9(x%,) = xo( ————) .- { ) ’
\ p,l ' ps H

de unde rezulti a doua formd a lui X;-

Din (2) g¥sim alt3 limit¥ pentru num3rul de
solutii: 2®* - 1, deocarece fiecare €; are doux valori
numai, $i cel putin una nu este egal3 cu zero.

& 4.1.3. Presupunem c3i X,
ecuatii.

Lema 4.1.3. X; este multiplu de 2%-32-7%.432,

Demonstratie:
si ¢(1)

Aplicdm a doua metodd. Deoarece ¢(0) = @(3)

luim X, > 4.
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Dacd 2 { x, atunci existd y, = 2x, = x, astfel incat o(y,) =
= ¢(%,), deci 2 | x,;dac¥4 { x, atunci putem lua y, = x,/2.
Daci 3 1 x, atunci Y, = 3x,/2,/deci 3 | x,:dacas { x, atunci
Yo = 2%/3, deci 9 | %,: de unde 4-9 | x,.
Dacid 7 { x, atunci Y, = 7x,/6,deci 7 | x,:dacd&49 1 x,
atunci Y, = 6x%,/7, decl 49 | x,;de unde 4.9.49 | x,.
Dack 43 1 x, atunci ¥, = 43x%,/42,deci 43 | x,:dacaa3® 1 x,
atunciy, = 42x,/43, deci 432 | x ;de unde 22.32.72432 | x,.
Yo Y2 Y3 Y. . .
Astfel x; = 2 -3 <7 -43 .+ t, cutoti y, > 2 i

(T, 23-743) - 1, $i XD > 107:3°°deoarece r, > 1010000.

& 4.3. Fie v, > 3.paci 5 { x, atunci 5x,/4 = y,, deci
5/x%yidac¥25 { x, atunci y, = 4x /5 ,de unde25|x,.
Construim multimea recurentd M de numere prime:

(a) elementele 2, 3, 5 € M;

(b) dac3 elementele distincte impare ©,: --., e, e M si

b =1+ 2"e, ... e

m este prim, cum = 1 sau m = 2, atunci

n
b, e M;
(c) orice element apartinand lui M este obtinut prin

folosirea (de un numdr finit de ori) numai a regulilor (a)

sau (b).

Autorul conjectureazi c3 M este infinit, ceea ce rezolvd acest
caz, deocarece rezulti ci existd un num3r infinit de numere prime

care divid pe X;. Care-i absurd. De exemplu: 2,
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3, 5, 7, 11, 13, 23, 29, 31, 43, 47, 53, 61, ... apartin lui

Metoda din & 4.3. poate fi continuatX ca un graf arbore (pentru
Y22 3, apoi Y5 2 3 etc.), dar ramificatiile sale sunt
foarte multe

Referinte:

(1] R. K. Guy, Mcnthly unsolved problens 1969-1983, Amer.
Math. Monthly, Vel. 90, No. 10/1983, p. 684.

[2] V. L. Klee, Amer. Math. Monthly 76/(969), p. 288.
p=4

[3] P. Masai & A. Valette, A lower bound for a counter-

example to Carmichaél's conjecture, Boll. Unione Mat.
Ital. (6)A, (1982), pp. 313-316.

[4] ¢C. Pomerance, Math. Reviews: 49:24917.
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4.2. Alt3 proprietate a unui contraexemplu la Conjectura lui

Carmichael referitoare la functia totient a lui Euler

Carmichael a conjecturat ci:
(Y) n €N, (2) m € N, €U nm =n,pentru caree(n) =

¢(m), unde ¢ este functia totient a luj Euler.

Existd multe lucriri asupra acesteia, dar autorul citeazX numai
pe cele care l-au influentat, in special cea a lui Klee.

Fie n un numd3r care contrazice conjectura lui Carmichael.
Grosswald a ardtat c¥ n este un multiplu de 32, Donnelly a
impins rezultatul mai departe aritind c3 n este multiplu de
2™, i Klee ci este multiplu de 2%2.3% smarandache a
demonstrat ci este multiplu de 2°%-32.72.432
Masai gi Valette au limitat pe n > ;70000

In aceast3 not3d vom extinde aceste rezultate la: n este
multiplu al unui produs de foarte multe numere prime.
Construim urm3toarea multime recurenti M:

(a) elementele 2, 3 € M;

(b) dacd elementele distincte 2, 3, G oeen, Qe ¥,
si p=1+ 2*3%q, ... g, este prim, unde a ¢ (o0, 1, 2, +--, 41
si bPe (0,1, 2, ..., 46), atunci Db € M; r > 0;

(c) orice element apartindnd lui M este obtinut numai prin
folosirea (de un numd3r finit de ori) a regulilor (a) si (b).

Desigur toate elementele din M sunt prime.

Fie n un multiplu de 2%2.3%7;
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Dacd 5 {' n  atunci existx m = 5n/4 = n astfel incat ®(n)

p(n): deci 5 | n;de unde s ¢ M:

- r

Dacid 52 ¥ atunci existx m = 4n/5 « n Cu proprietatea
cerutd; deci 52 | n;
In mod analog, daci 7 ¢+ n putem si lusm ® = 7n/6 « n, deci
7 | n:dac¥7? ¥ n putem s¥ lulm m = én/7 = n;ience de unde 7 ¢ M
$i 722 | n; etc.
Metoda continuX pan3 nu se mai poate adduga nici un alt
numdr prim la M, prin constructia anterioar3. De exemplu,
din cele 168 numere prime mai mici decit 1000, numai 17
nu apartin lui M (si anume: 102, 151, 187, 251, 401, 4°1,

503, 601, 607, €77, 701, 727, 751, 809, 883, 907, 983):;

toate celelalte 151 de numere prime apartin lui M.

Notd: dacda M = (2, 3, p,, Py, ..., P, ...}, atunci n este

2

multiplu de 22. 3‘7-;;21-;:2. . .pzs. .., Din acest exemplu, M

contine cel putin 151 de elemente, deci s > 149,

Dacd M este infinit, atunci nu existi nici un contraexemplu n,
deci conjectura 1lui Carinichael este rezolvati. (Autorul
conjectureazi cX M este infinit.) cu ajutorul unui computer
se poate gd3si un numdr foarte mare de prime care divid n --
folosind metoda de constructie a lui M, si testand fiecare

prim p dac¥ p - 1 este un produs de prime numai din M.
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4.3. O generalizare a teoremei lui Euler referitoare la
congruente implicidnd functia totient a lui Euler

in ace'st paragraf d.emonstram un rezultat care inlocuieste
teorema lui Euler referitoare la congruente:
"Daci (a, m) = 1, atuncl ao™ = 3 (mod m)",
in cazul cind a $i m nu mai sunt coprime.

& 4.3.1. Notiuni introductive.
Presupunem m > 0. Aceast3 supozitie nu micgoreazi generalitatea

fiindci functia totient a lui Euler este para:
] @(m) = ¢(-m) (vezl [1])
iar congruentele au urmdtoarea proprietate"” . :

a=Db (md m) «~a=>b (mod -m) (vezi [1], pp. 12-3).
De asemenea, congruentele modulo zero sunt de fapt relatii de
egalitate. Se noteazX (a, b) cel mai mare divizor comun al
intregilor a si b, si se alege (a, b) > O.

Lema 4.3.1. Fie a si m numere intregi, m > O.
- Exist3 43, My din N astfel incdt a = a,d,, m = md, §i

(ag, my) = 1.
Demonstratie: este suficient sd alegemd, = (a, m).Datoritd

definitiei cmmdc, caturile si sunt coprime (vezi [3], pp.25-6).

Lema 4.3.2. Cu notatiile din lema 4.3.1., dacd 4, = 1
si . |
- -~ 1 %
do=dgdysmg=mdy , (a ,m) =1 si a £A1,
atuncig, > 4, si m > m,, gi daci 4, = 4, atunci dup3d un numdr finit
de pasi i obt;inem dO > di01 = (dir mi) .

Demonstratie.
(o) § & = 3,9, 5 (ao,mo) =1
m=md d A1
1 1
d = .
(1) {[ o= %4 5 (d,m) =1
m, = mldl dl 1
Din (0) si (1) se 1
. gdseste c a=2ad = : _ Ll
deci d > dl si 4l 2 1$ a a & aododl deci ¢ = 4.4,
Din e ol = o d se obo. )
4 =g o 1 '1 tine N m . Daci
0 1atunci 5 - md = a2 »
Deci o 15, = =4 (zeIN é f k).
] o
Zz=1
m =Lk,a" % . 4. = ( z=1
1 o =
o 4y ={(d,m) (dgrk.a>™"),

Dupd i = z pasi se aj
Junge la 4. =
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Lema 4.3.3. Pentru orice intreqg a si orice pgmér natural m > 0
se poate construi urmdtoarea secventd de relatii:

(O) a = aodc 3 (a P ) = 1
2

e 4 & o+ s & a0

1 1
- - y— = l
(s-1 {ds-—a = d3-2 d’s—l ? (ds-Z""s-l)

14
= =z .4 H ds_lfl

[

1 1
- ;s (& =1
(s) Qs-—l cls-lds ( s-1 ’ms)

=T b4 d = l
Bam1 “sds ? s

Demonstratie: Aceast3 secventi se poate construi datoriti lemeij
4.3.1. Secventa este limitat¥ conform lemei 4.3.2, deoarece dupi
r, pasi se obtine d > clr1 si m Sm_ iar qupid r, pasi se obtine:

1

é d. .. : m m t
rlt> T,+v, i rlj> ezc.,

™.+
172
iar numerele m.  sunt naturale. Se ajunge la ds_ =.1 deoarece .
dacd d, » 1 atunci construim din nou un numdr limitat de relatii

(s+1); «eoy (s+m), SU & < 4.

. : . _olm )+s s .
Teorema 4.3.1. Fie a, me¢ Z $i m » 0.Atunci a‘( s) = 2 (mod a)
unde s si I, sunt aceiasi ca in lemele anterioare.

Demonstratie: Putem presupune ci m > 0, f3r3¥ a .restrénge )
generalitatea teoremei. Din secventa de relatii a lemei 4.3.3 se obtine:
() (1) (@ 1., GV ()
2 =2d =3dd =addd a,..2azadaldd, g4
° 0 01 col 2 o 0ol s=-1 s
. (0) . (1) (2) (3) (s)
$1 M =m =add =mddd By oe= d é cee
o ©° 1310 2214 1'nsss---l dldo
1 d d PR d = d v e e .
. T e SRR A % 1 d's--ldsms
Din (0) avem ci dy = (a, m), jar din (i) avem di :(di-l’mi-l)’ bpentruy
orice i ¢ (1, 2, ..., s}.
1.1.1
d, =datds........ !
Q o 1& : .Oo.ds-lds
d. = Soa3= 1
* e “s1%
e .= 1
S= s=-1 s
c:‘s = d
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. 1.1,.1.2, .2 1 +
Deci QOG-CZ...ds—ILs = (do) (al) (32)3...(ds 1 (d )S 1
1L, 01,2, .1
- (D) (ah) (dz)-’?”.(ds-l)sdeoarece 4, = 1.
. V1 s .
Deci = = (& ) (¢ ) (d )3 (dcil).ms ; deci m ‘ T3
(s . 1 s
(d¢rmg) )(’ =) =1 §i (:’.s_l,ms)(.-.)l
l(s—‘Ll(’ - ) _ (d : m d ) de . (, l
=27 T VPs=27g s ci Cs—Z’ms) =1
(s=2),, 1 _ 1. .1
= (As 3’7 s-2) = (as-—B" s-lds-l) = <C“.>-3’msds‘s—l) ’
1
deci (ds ,m ) = 1
J{i+d) 1 B 1
- - (c‘.,m‘-l> = (C. ’mlqzdi—z) = (d_ ,m_:. ,C-’ -3 i-2) = eee =

1 . 1
= (di’msdsds-1°"di+2) deci (di:ms) =1,

pentru orice i din (0, 1, 2, ..., s-2).

0)
l = o = PR ' i =
(30, o) (2 ,4,...¢ dsﬂs) deci (ao,ms) 1

s=1
Acum, folosind teorema lui Euler privind congruentele, obtinem:
1 #(=)
(e3) $ = 1 (mod m) . .
3 = < m, pentru orice i din (0, 1, ..., s).
w(n)
a Sz 1 (mo@ m)
° s
p(m_) (m_) (m_) (m_) ¢(m_)
dar = ° - a(,c S (dl)‘f’ s (dl)(P S ...(a 1 s
o o 1 s=1

deci ;P(ms)

m

l......1 (mod m )
w__—

s+1 ori
a?(m:)g 1 (mod m_).
s 1ys=1 s-2 - 1.1 qp(ms)
SN CORCEO Rt C3) RO C Tl P
s=2 1,1

s 1,s-1 =
= ao.(do) (“1) ...(8
Inmult.im cu:
)1( 21 Z/d )3 ( 1 \S—l(d 1‘)5 $i Ob’(;inem

-~

S=—c S—1

5_2) .1 (mod ms).

¢ olm_)
P e ey

S.lys, 1y 1l s 1
ao(do) (Ll) "'(ds-Z) (ds—l

(mod (di)l...(dsil)sms )
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.
dar a5(al)S(el)E...(a 15, -2 si
o' © 1 s=1 (__ Yes
s,.1.8,.1.s .1 \s s R AP s
ao(do) (dl) ---(’-‘-s_l) =2 decir = z e (mod& m) , pentru

orice a, m din 2 (m * 0).

Observatii:
4.3.1. .Dacé (a, m) = 1 atunci g2 -1 , Deci s = 0, si conform
teoremei 4.3.1 avem: °
(a)+ 0  el=)-0
; o = a (mod m)adicd = ° 2 1 (mod m).
= . = M o ]
Dar m = m S =7 1 o' Deci  (m)
a = 1 (mod m) ,

si astfel obtinem, ca un caz particular, teorema lui Euler.

4.3.2. Fie a §i m doi intregi, m = 0 $i (a, m) = &
m = m,d,. Dacd (d,, my) = 1, atunci cp(m )+1 °
o

a = a (mod m).

Intr-adevir, din teorema 4.3.1 rezulti i
. . - ca s = 1 m =
Relatla aceasta arat3d ca teorema lui Fermat: = To-

*» 1, si

{(p)+1
ace = =3 (mod o )'
& 4.3.2. Prezentim mai departe un algoritm de rezolvare a

congruentelor, $i o schemd logicsd de calculare a lui s sin
din teorema 4.3.1: s

INTRARE: doi intregi a sim, m # O.
IESIRE: s $i m  astfel incat

.METODA: ‘P(“‘s) +s
2 =z 2 (mcd m).
(1) A := a,
M := m,
i = 0.

(2) cCalculeazi d = (A, M) si M’ = M/d.
(3) Daci d =1, atunci 8 = i si m, = M’; stop.
Dacid » 1, atunci A :=d4, M := M’, i = i+1,

si mergi la pasul (2).

Corectitudinea algoritmului rezult3d din lema 4.3.2 si din
teorema 4.3.1.

Vezi schema logici de mai jos. fn aceasti schema logici,
PROCEDURA CMMDC calculeazi D = (A, M) si alege D > 0.

& 4.3.3. Aplicatii la rezolvarea unor probleme cu ajutorul

teoremei si algoritmului de mai inainte pentru calcularea lui s si
m_.
S

Exemplul 4.3.1. §25°®% = 2 (mod 1057%3) .

Nu se pot folosi nici teorema lui Fermat si nici a 1lui Euler
deoarece (6,105765) = 3 £ 1.

Atunci aplic3m algoritmul de mal sus pentru a afla pe s si m,
si pe urmd teorema: 4 = (6,1057635) = 3 m_ = 105765/3 = 35255

$ =033 41deci i =0+1=1 ,¢ =(3,35255)
= 35253/1 = 352¢S3. -
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}?(35255)-1 1

Deci S = 6 (med 105763) deci
25604 4
6 T 6 (mod 1037543).

PROCEDURA CMMD
C (2,40 >

STQP
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FUNCTII PRIME IN TEORIA NUMERELOR
Vom construi o clasi de functii, definite astfel:
0, dacd n este prim;
P, : N —> {0, 1}, P, (n) = {
1, in caz contrar.
?, (3) = P, (5) =0,

=P (1) =P, (4) = ... = 1
dat k 2 1, se pcate defini:

De exemplu p (2)

Pe cadnd P, (0)

in general pentru un intreg
P, N {0

e o o Y
0.,dacdn,, n,, ..., n, sunt toate prime;
P (my, @y, ..., ) o= {
.in caz contrar.

(n,, 7, ..., n,) =0 S3U

Mai departe, s studiem in ce condxtlz 2,
sd determindm conditii necesare si suficiente astfel incat n
intregi, primi intre ei doi cite doi, si fie simultan primi.
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