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Abstract

Since Berry demostrated that the standard description of adiabatic
processes in quantum mechanics was incomplete, geometric phases have
been studied in many areas of physics. Both adiabatic and non-adiabatic
phase are described in detail, with the mathematical background. Then
we study the gbit, that is the principal unit of information of the quantum
computation, and its representation on the Bloch sphere. Finally we
find the general expression for geometric phases for gbits. Those final
expression are in fact related to the solid angle enclosed in the circuit on

the Bloch sphere.

Dese que Berry demostré que la descripcién estdndard de los procesos
adiabdticos en la mecédnica cudntica era incompleta, las fases geometri-
cas han sido estudiadas en muchas areas de la fisica. Se describen a
detalle las fases geométricas adiabdticas y no adiabédticas, junto con la
base matemadtica. Luego estuadiaremos el gbit, que es la principal unidad
de informacién de la computacién cudntica, y su representacién sobre la
esfera de Bloch. Finalmente encontraremos la expresién general para las
fases geométricas para los gbits. Estas expresiones final estan, de hecho,
relacionas con el angulo sélido que encierra el circuito trazado sobre la

esfera de Bloch
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1 Fases Geométricas en Procesos

Adiabaticos

Para poder tratar la fase de Berry, se necesitara antes definir ciertos con-
ceptos referente a la evolucién adiabdtica de sistemas cuanticos, debido a
que precisamente seran esos conceptos los que nos ayudardn a entender
la fase de Berry, y las interpretaciones que se dieron acerca de la misma,
siendo la mas resaltante la interpretaciéon de holonomia dada por Simon.

Asi, empecemos...

1.1 Aproximacién Adiabatica

Un concepto que debemos tener claro, antes de empezar todo esto, es el
de adabaticidad, el cual ha jugado un rol muy importante en la fisica y
toma en cuenta los efectos dindmicos, pero en el limite de los cambios
infinitamente lentos; esto es, un sistema no estatico, pero cuya evolucién
es “infinitamente lenta”. Una situacién tipica para esto, es cuando subdi-
vidimos a un sistema en dos, con escalas de tiempo muy diferentes, a los
cuales se les llama subsistema rdpido y subsistema lento. Esta subdivisién
es muy usada en la fisica molecular [1].

A continuacién veremos qué condiciones, del tipo matemadticas, se
deben cumplir para considerar que la evolucién de un sistema es
adiabdtica.

Consideremos un hamiltoniano dependiente del tiempo H = H (t). Por

el momento asumamos que H tiene un espectro discreto y no degenerado.

Luego podemos escribir:
H(t) |n(t)) = En(t)|n(t)) para todo ¢ (1)

Obviamente, los autovectores dependientes del tiempo deben satis-
facer:

(n()|m(t)) = nm 2)

Nétese que los autovectores |n(t)) no estdn definidos univocamente,

esto es:

In(8))" = e |n(t)) ®3)



Donde «af(t) es el d4ngulo de fase, y es real. La base |n(t))’ constituye
una base véalida de autovectores del hamiltoniano asi como |n(t)); asf a la
transformacion (3) se le llama transformacion gauge.

Ahora supongamos que, el estado inicial del sistema es un autovalor
de H(0):

4(0)) = [n(0)) (4)

Para algin n. Luego, la adiabaticidad nos dice que el hamiltoniano
H (t) cambia con el tiempo “muy lentamente”, entonces una buena aprox-
imacién seria:

() = e [n(1)) (%)

Esto significa que, durante la evolucién adiabética |¢(t)) permanece
en el n-ésimo autoestado de H(t), ain cuando el autovalor E,(t) puede
cambiar con el tiempo. Recordemos que, el estado de un sistema en un
tiempo t puede ser descrito como una expansién ortonormal sobre la base
In(t)):

(1) =Y em(t) Im(t)) (6)
m
Reemplazando (6) en la ecuacién de Schrodinger, se obtiene que los

coeficientes ¢y, (t) deben satisfacer que:

S én®) m(e) + 3 em®) (e) = 51 (OB (t) In(e) (1)

m

Donde el punto, denota la derivada temporal. Por otro lado, diferen-

ciando la ecuacién (1) tenemos:
H(t) [n(t)) + H(t) [(t)) = En(t) [n()) + En(t) [iu(t)) (8)
Multiplicando (8) por (k(t)| tenemos que:

(O10) = G RO A Ine) para todon £k (9)

Bien, a (7) le aplicamos la aproximacién adiabdtica, esto es, que el

sistema esté en un solo estado |n(t)) y multiplicando por (k(¢)|, obtenemos:
(k(t)|n(t)) — O para todo n # k (10)
Luego es ficil notar que, de (10):

(k(t)| H(t) [n(t)) — 0 (11)



Estos dos tultimos resultados son las que se toman en cuenta, para
considerar si la evolucién de un sistema sea adiabdtica, asi pues, los re-
sultados que obtendremos, en la que sigue de esta seccién, serdn validos

s6lo para procesos donde (10) y (11) se cumplan.

1.2 Adiabaticidad y el Teorema Adiabatico

En la seccién anterior consideramos el caso especial donde el hamiltoniano
H(t), dependiente del tiempo, posee un espectro discreto y no degenerado
E,. Sin embargo, existe lo que se llama el teorema del adiabdtico [2], el
cual funciona en situaciones méas generales. También hablamos sobre los
cambios lentos, pero para hablar de cambios lentos (en el tiempo) se nece-
sita una escala de tiempo intrinseco para determinar qué significa rapido
y lento. En la mecénica cudntica, tal escala, usualmente, se determina a
través de las brechas de energia en el espectro.

Para formular el teorema adiab&tico, es conveniente, reemplazar el
tiempo fisico por la escala s = % Donde T es la escala de tiempo asociada
con la brecha. En esta nueva escala la ecuaciéon de Schrodinger toma la
forma:

2 (s)) = TH o (5) (12

El limite adiabéatico, o el limite de los infinitamente lento del Hamilto-
niano corresponde al limite cuando 7" — oo. Supongamos que el espectro
de H(s) tiene ciertas regiones, y denotemos P(s) el proyector, luego si
empezamos la evolucién temporal de nuestro sistema en una determinada
parte del espectro, |17 (0)) € Rango P(0), el teorema adiabatico, nos dice
que el estado |7 (t)), en un tiempo ¢, estard atn en la misma regién ini-
cial del espectro, con un error muy pequeno, el cual es controlado con la
escala de tiempo T y el ancho de la brecha.

Para ser més exactos, y formales, construyamos el operador evolucién
unitario Uap para la evolucién adiabética. Luego, la evolucién dindmica

del operador proyector P(s) serd:

P(s) = Uap(s)P(0)Uip (s)



Aqui es donde introducimos el llamado, Hamiltoniano de Kato(1958):

Hiatols.P) = 5 | 379,200 (13)

Asi la ecuacion de Schrodinger, para procesos adiabaticos, puede ser
escrita como:

Dan(s) = | 5oP(9). P0)| van(s) (1)

Con la condicién inicial 9 4p(0) € Rango P(0). Nétese que si el espec-

tro es no degenerado, la condicién inicial es autométicamente satisfecha.

No es dificil demostrar que el operador evolucién Uap, satisface:

ih%UAD(s) = THyato(s, P)Uap(s) (15)

Ahora estaremos en la capacidad de enunciar el teorema adiabdtico, el
cual dice:
Sea H(s) una familia de un pardmetro suave del Hamiltoniano y sea Ur(s)
el operador evolucion fisica parametrizada en la nueva escala de tiempo

s= %, Up(s) el cual satisface:
ihUr(s) = TH(s)Ur(s)

Y sea P(s) una familia de proyectores sobre una banda del espectro sepa-

rado por una brecha. Luego se cumple que:
Ur(s)P(0)Uz " (s) = P(s) + o(T™") (16)

El término de error depende del tamano de la brecha y de la escala de
tiempo T'.
Se ve claramente que, el limite adiabdtico serd cuando T' — oo, luego

UT — UAD.

1.3 Transporte Paralelo

En las aplicaciones fisicas, la dependencia temporal entra en el Hamiltoni-
ano como dependencia de algunos factores externos (potenciales, fuerzas,
campos electromagnéticos, etc.). Supongamos que tales pardmetros exter-
nos parametrizan alguna variedad M, asi, tenemos una familia de sistemas

parametrizados por puntos de M:

M > X — H(X)



Denotemos por H el espacio de Hilbert del sistema en cuestién.
Tomamos el vector tangente M y proyectamos el sub-tangente H x M

cuyas fibras son los vectores:
F, := Rango C P(X)

El fibrado tangente:

Hp = U Fx
XeM
Es el llamado tangente espectral. Notemos que la evolucién

adiabética generado por el Hamiltoniano de Kato puede ser interpretado
geométricamente.

De (15) se puede llegar a:
0

_ plL
(gP)P =P~ P 17
0, o 1
PgP = P(gP ) (18)
Donde P+ = I — P La ecuacién de kato puede ser transformada como:
o, 1., 0 5 0 1
o= (PH) (5. P)P = P(5-P)P*) (19)

Debido a que, si inicialmente |¢) estaba sobre el rango de P, luego,

de acuerdo al teorema adiabdtico, éste permanecera sobre el rango de P

después de empezar a evolucionar, lo cual es equivalente a que, P~ = 0.
Luego:

s = P (0:P)Py = P (9. Py (20)

Como Pt = 1. Esto significa que 950 € Rango Pt o equivalente-

mente Pdsy = 0. Esta condicién puede reescribirse como:
Pdy =0 (21)

Donde d es la diferenciaciéon exterior sobre M, esto es:

n

OV ix* (22)

dp = Ostpds = > ox

Donde (X*,...X™) son las coordenadas locales de M, y el operador:

V:=Pd (23)



define la derivada covariante en el fibrado tangente H,, y es lineal

(para los complejos), podemos usar la regla de Libnitz:

V(f) = (df ) + [V
Para f € C*°. Asi tenemos:
V(fy) = Pd(fy)

P((df)y) + P(fdy)
(df )Py + fPdy (24)

Como P = 1, la evolucion adiabdtica Vi = 0 define el transporte
paralelo del vector |¢(s)) en un fibrado tangente a lo largo de una curva
en la base de la variedad M. Este transporte paralelo es realizado via el

operador de evolucién adiabatica Uap

1.4 La Fase de Berry I: Caso No Degenerado

Para encontrar alguna fase geométrica en procesos ciclicos, necesitaremos
definir ciertos conceptos mateméticos.

Consideremos la curva:
£:]0, Tt — (b)) e H

Con:

(Y()]v(t)) =1
Donde H es el espacio de Hilbert del sistema y satisface:

UT) = [p(T)) = e " [4(0)) (25)

Lo anterior significa que estamos asumiendo que nuestro sistema evolu-
ciona ciclicamente con un periodo 7.
Resulta natural, creer que (25) puede ser escrito como:
=i (T g (r)d
[(T)) = e Jo B9 (o)) (26)
Pero como fue demostrado por Berry [3], esto es incorrecto, y veamos

el por qué.



Si la aproximacién adiabédtica es cierta, entonces podemos expresar el
vector estado |¢(t)) de acuerdo a (6), entonces a (7) lo multiplicamos por
(n(t)|, luego, los coeficientes ¢, deben satisfacer:

d —1i d
Sen(t) = en( S Ba(t) + (n(t)] 3 In(0) (27)

La cual, si tomamos en cuenta que de acuerdo a (4), c,(0) = 1, se

obtiene facilmente que:
—i [t R dr _ivn(t)
en(t) = e Jo En(dr i (28)

Donde:

@) =i [ @] G ) de (29)

Quiza usted empezara a sospechar que el factor v, (t) tiene que ver con
la fase geométrica, y que es el factor que hasta antes de Berry, se la habia
tomado poca importancia, esto, porque como veremos mas adelante, se
crefa que tal fase podria ser eliminada a través una transformacién gauge,
pero sucede que no es tan fécil librarse de este factor!!!.

Para poder continuar, necesitaremos un poco mas de definiciones
matematicas, y hacer ciertos cambios, en pro de visualizar el porqué a ese
factor, al ser tomado en una evolucién ciclica se le llama fase geométrica.

Consideremos una cuerva C sobre una variedad de pardmetros externos
M:

t—XeeM

Y la evolucién arbitraria del sistema, serd descrita por el Hamiltoniano,
que dependerd de tal pardmetro H = H(X) sobre la curva C. Asf el
Hamiltoniano depende del tiempo, solamente a través de la dependencia

temporal de los pardmetros externos, esto es:
H(t) — H(X4) (30)

Supongamos que para algin X; € M el Hamiltoniano tiene un espectro

discreto, es decir:
H(X3) In(X1)) = En(Xe) In(X2)) (31)

En donde:



Asumimos ademds, que los autovectores [n(X¢)) son funciones unival-
uadas (como funciones de X € M) esto es, asumimos la existencia del
mapa:

M3 X: — |n(X.)) € H (33)

Donde H es el espacio de Hilbert. Para hallar la evolucién adiabatica,
se puede aplicar lo que se hizo antes, esto es: Sea E(X) no degenerado y
sea Pp(X) = |n(X)) )n(X)], el correspondiente proyector sobre el n-ésimo

autoespacio H, (X), podemos escribir:
Hn(X:) := RangoP,(X:) = a|n(X:)),a € C (34)

Nétese que los autovectores [n(X:)) no estdn definidas univocamente

debido a que podemos hacer el gauge:
(X)) — [n(X0)) = e n(Xy)) (35)

Donde a,, : M — R. La ecuacién anterior significa, topolégicamente
hablando, que si vamos de un parche O1 C M del espacio de pardametros
a un parche nuevo Oz C M con diferente parametrizacién, luego, los
autovalores de H(X:) en la regién de interseccién X; € O1 N Oz estdn
relacionados por una transformacién de fase de la forma (35).

Supongamos que [¢(0)) = |n(Xo)), luego de acuerdo a la condicién de
adiabaticidad, el vector estado v (¢) permanece en el n-ésimo autoespacio

de H(X:) durante la evolucién adiabética, esto es:
[9(8)) € Hn(Xe)

Luego, si la evolucién es ciclica, esto es, cumpla la condicién (25),
sucede que, |¥(0)) y |¢(T)), ambos estdn sobre H, (Xo) y ellos solo difieren
por un factor de fase:

[W(T)) = ™ |4(0)) (36)

Antes de simplemente reemplazar (36) en la evolucién ciclica, veamos

ciertas propiedades de ese factor ' (X*)

, para poder entender dos cosas,
por qué se llama geométrica, e incluso topolédgica, y por qué se le habia

menospreciado por mas de 50 anos.



El factor v, (X¢) puede escribirse como:

'Yn(Xt)

/0 Hn(X0) L n(x0)) dr

/ (X)) aixg n(X0)) dX;

Xo

X _
A7 (Xp)dXy

Xo
Xt
- A™(X,) (37)
Xo
Donde, hemos definido:
A™(X1) = i (n(X2)| d|n(X0)) (38)

Este es el llamado vector potencial de Mead-Berry [3]. De (38), el
vector potencial de Mead-Berry estd definido solo en el caso de bases
univaluadas de autovectores |[n(X:)) de H(X:), y ademds es una base
suave, que esta definida solo localmente. Esto implica que la curva C estd
solo en un parche sobre el cual existen un conjunto de bases univaluadas
[n(X:)). Asi pues, el potencial de Mead-Berry, puede ser expresado como
una diferencial local de uno-forma:

A" = (Xy) = AT (X0)dX{ =i (n(Xo)] 3%3 (X)) dX; = i (n(X)| d [n(Xe))
(39)

Aqui, los diferenciales dR* con i = 1,2,.. con pu = dim(M) son
las bases diferenciales de uno-forma (vectores covariantes), y “d” es el
operador de derivacién exterior. La uno-forma A" es llamada la conezion
uno-forma de Mead-Berry. Y gracias a ello, el 4ngulo de fase v, (X) puede

ser expresado Ccomo:

Xt
/ i (n(Xe)| dn(Xe))

X

i e w0

Donde C es la curva trazada por el parametro X; sobre el espacio de

Yn(X)

pardmetros M.

Volviendo a nuestro cdlculo de [¢(t)) obtenemos:

|’(/}(t)> adiaﬂztico e%’ f(f En(‘r)dTei’Yn(Xt) ‘n(Xt)> (41)

10



Esta ecuacién muestra que, en adiciéon a la fase dindmica, hay otra
fase e (X*) ¢l cual ests dada en funcién a los autovectores |n(X;)) de
H(X:). Esta es la expresién completa para la evolucién adiabdtica de en
sistema cudntico. Nétese que el factor 7, (¢) habia sido ignorado por més
de medio siglo, a pesar que Fock (1922) habia considerado su existencia,
pero a través de una transformacién gauge habia hecho que tal factor se
iguale a la identidad. A continuacién veremos como hacer lo que Fock
hizo, y también veremos por qué es que Fock estaba errado.

De la definicién del vector potencial de Mead-Berry, realizando una

transformacién gauge:
ANX) = ATXD) = (X)) V (X))
= i {n(X))|e D (VXD (X))
= (X)) Y [n(X0)) e X0 (gien (X0)

= A™(X) — Van(X:) (42)
Alternativamente tenemos para la conexién uno-forma:
AM(Xy) — A™(Xy) = A™(X) — dan (X2) (43)

De (43), bajo una transformacién gauge, el dngulo de fase v, (t) se

transforma de acuerdo a:
W(Xe) = ym(X) = AT(X)
= T(Xe) — a(Xi) + an(Xo) (44)

Si ahora, hacemos los calculos de (41), usando |n(X))’ en vez de

|n(X¢)), obtenemos:

T (X)) = 7O (X)) (45)

Aqui es donde, intentaremos hacer una trampa, y decimos que, para

simplificar las cosas, si an(X:) es una funcién univaluada arbitraria de

médulo 27, entonces podemos elegirla de forma que el factor de fase

e (Xe) gian (Xt) o haga igual a la unidad y asi encontramos que en vez
de (41) podemos escribir:

—i

G(t) = e Jo BT X)) (46)

11



Debido a que |n(X;))" es una base de autovectores igual de véalida que
|n(X:)), podemos usarla para describir la evolucién temporal del vector
estado, y esto nos lleva a tomar en cuenta solo el factor dindmico. A este
resultado habia llegado Fock, pero se olvidé de un pequeno detalle.

Por muy lindo que suene lo dicho anteriormente, existe una ligadura
que nos impedird elegir a,(X) como queramos. Notemos que tenemos
la condicién de que después de un periodo T los pardmetros externos,
volveran a sus valores iniciales tal como fue descrita por la curva C, luego
no podemos elegir ., (X;) libremente para eliminar v, (X¢).

Sabemos que para evoluciones ciclicas, X7 = Xy y ademdas como el

factor e'*"(¥*) es univaluado, cumple que:
eian(XT) — eian(XO) (47)
Lo cual lleva a:
an(X1) = an(Xo) + 2nm (48)

Luego haciendo el gauge respectivo:

o(Xr) — v = ;{ AP (X)X
JC

?! AL (X,)dX; — 27n
C

= Y (Xr)—2mn (49)

Luego, v»(T), el cual puede ser definido en médulo 27, es un invariante

ante la transformacién de gauge y no puede ser removido. Asi tenemos:
= (T B (1)dr+ivn (X
[(T)) = e Jo Enamtin () n (x,)) (50)
Como v,(Xr) estd dada por la integral cerrada sobre la curva C,
tenemos que podemos expresarla como v, (C) en médulo 27. Asi, si inser-
tamos la condicién (4) tenemos que finalmente que el vector estado, luego

de una evolucién ciclica de periodo T, sera:

[(T)) = e S0 P gy 0)) (51)
El angulo de fase v, (C) es el llamado dngulo de fase de Berry y e (©)

es llamado el factor de fase de Berry.

12



De (42), notamos que el potencial de Mead-Berry, satisface la misma
transformacién gauge que para el potencial electromagnético, es mas si
el espacio de pardametros es tridimensional y ademads el pardmetro X; es
también tridimensional X = (X', X2, X?), luego, tenemos una analogfa
completa con la electrodindmica, sin embargo los significados de estas can-
tidades asociadas a la fase de Berry tienen significados diferentes. Notese
que el potencial gauge (38) nada tiene que ver con electromagnetismo.

Siguiendo con la analogia con electrodinamica, definimos un tensor de
campo F™ con las componentes:

1o} 0 .
F;; = T)(ZA‘;L — 87514?717] = 172, T (52)
Esto es, un tensor de campo antisimétrico contravariante de rango dos.

Asi le obtenemos su diferencial dos-forma:

F" = %FZ}dXZ/\dXZ
0A} j
= 6X:.2dXtAdXt

= dA" (53)

La dos-forma F", con A" dado en (53) es llamada la curvatura de

Mead-Berry de dos-forma, y estd dado por:

ok d(i (n(Xe)| d|n(X)))

i(d (n(Xy)| A d|n(Xe))) (54)

Una propiedad importante de esta curvatura, es que contrariamente
a la conexién uno-forma, esta si es un invariante gauge, esto se deduce

directamente de (53), y de la identidad d* = 0.
F" - F"=dA™ = dA" — d*a = dA" = F" (55)

La invariancia gauge de F™ tiene dos consecuencias importantes: F™
es un objeto definido globalmente sobre M, y podria ser usado para la
fase de Berry. Para poder hacerlo, asumimos que la curva C rodea la
superficie S C M, y usando el teorema de stokes convertimos la integral

cerrada en una integral de superficie:

W (C) = j{cA" = /SdA" = /SF" mod2m (56)

13



La superficie S puede ser elegida arbitrariamente, tal que 0S5 = C.
Para ver que es lo que pasa cuando la energfa se degenera para ciertos
valores del pardmetro usemos una base completa |m(X)) completa, y asi

podemos escribir (2.59) como:
o= 12[ D [m(Xe)] A [(m(Xe)[ d[n(X4))]
= —ZZ (X))l d |[m(Xe )] A [(m(Xe)| d[n(Xe))]

= —ZZ[ (Xo)| d (X)) A [n(Xe)[d[m(Xe))]  (57)
m#n

Asf usando (2.9) tenemos que:

o — 2o (X [dH(X )] [m(Xe)) A (m(Xe)| [dH(Xe)] [n(Xe))
[En(X:) — Em)(Xy)]

(58)

Nétese que (57) no depende de los vectores bas |n(X;)) del factor de
fase, contrariamente a la conexién uno-forma (38) el cual estd expresado
en términos de [n(X¢)), el cual se asume suave y univaluada, y era definida
solo sobre un parche del espacio de parametros, la curvatura de dos-forma
(57) esta definida globalmente sobre M. Asi, (57) y (58) pueden ser usados
para hallar la fase geométrica incluso para casos en donde la curva C estd
en una regién del espacio de pardmetros donde no existen |n(X:)) suave
y univaluada.

La férmula (57) muestra que F™ se vuelve singular para X = X donde
los autovalores son degenerados para F,(Xo) = Em(Xo).

Como vimos, la fase de Berry ,(C) no es sensible a los detalles de
la dindmica del sistema cudntico, esta depende de la curva C' (con la
condicién de adiabaticidad) y por lo tanto es una cantidad geométrica.

Luego podemos decir que la fase de Berry es la fase geométrica adiabdtica

1.5 La Fase de Berry II: Caso Degenerado

En las secciones anteriores acerca de las fases adiabéaticas, se supuso que
tales sistemas, pues satisfagan ciertas condiciones, como que el Hamilto-
niano H = H(X,) dependa suavemente de los pardmetros X y ademds
que los autovalores E,(X:) sean no degenerados. Tales exigencias, tu-

vieron implicancias directas sobre la fase adiabdtica; una manifestacién

14



clara del mismo es que segtn (58), donde la no degeneracién del autovalor
de la energia E,(X:) permite que el termino de la derecha se mantenga
finito. Por las razones expuesta arriba, resulta necesario, encontrar una
fase geométrica para el caso degenerado, y es por eso que debemos ex-
pandir el tratamiento que hizo Berry [3] en su trabajo inicial.

Para lograr llegar a tal expresién, consideremos un autovalor F, del
Hamiltoniano H(X) el cual es N-fold degenerado. Supongamos que N
no depende del parametro X. Digase que, como X = X, varia en el
tiempo, N permanece constante. En particular, asumamos que durante
la evolucién no hay crossing®. Alternativamente exigimos que, los sube-
spacios degenerados H,, y H., correspondientes a dos distintos autovalores
para las energias F, y E,, no se intersectan.

Bajo estas condiciones, podemos generalizar los resultados de la
seccién anterior, pero para este caso, la evolucion adiabatica del sis-
tema cudntico, significa que dado un vector del autoestado de la energia
|n(Xo)) € Hn(Xo) evoluciona en el tiempo de tal forma que en todo mo-
mento del tiempo ¢ € [0,7] éste permanece en un vector del autoestado
de H(X:), esto significa que es un elemento de H,(Xo). En particular si
el hamiltoniano es periédico H(Xr) = H(Xo), tenemos que después de
cada ciclo, el autovector retorna al mismo autoespacio degenerado inicial
Hn (Xo).

Llevandolo el operador proyector a la representacién de interés ten-

€1mos:

N
P (Xt) = Z

Jj=1

n (X0)) (v (X0)

(59)

Los vectores |n?(X¢)) son definidos solo localmente (X; € U C M ),y
satisfacen que:

(1! (X0)Im*(X2)) = G (60)

Luego, para cada valor de n, los autovectores !nj (X¢)) nos dan una

base ortonormal para el subespacio degenerado H,,. Nétese que, asi como

lesto signigfica que si E,(Xo) # Em(Xo) para algin X; € M, luego requerimos que
En(X) # Em(X¢) para todo X € M
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vimos antes, |n’ (Xt)>/ y [n?(X:)) estan relacionadas por:

n (Xt)> - /Zj]: ‘nk(Xt)> UM (X) (61)

Donde U?*(X;) son los elementos de matriz de una matriz unitaria
U(X) de tamafio N x N. Es fécil ver que, |n’(X;))’ forma una base
ortonormal de H,(X¢) y que ambos |n’ (Xt)>, y |77 (X)) definen el mismo
proyector:

N , , N
S xe) (x| D
j j=1

Jj=1 Jj=

n (X)) (n(X0)

=M (Xe)  (62)

Ahora, dado un conjunto de autovectores base |nj (X)>, podemos
definir el frame:
s"(Xt) — s (X )U(XY) (63)
Consideremos nuevamente un sistema cudntico con una evolucién
periédica cuya dependencia temporal es descrita por una curva cerrada
C' en el espacio de pardmetros M esto es H(t) = H(X¢) con X; € C.
De acuerdo a la aproximacion adiabatica, para un vector estado inicial
[1(0)) = |n?(X:)) (para algun valor de n y j), bajo una evolucién ciclica,
este vector estado retorna al mismo subespacio degenerado Hn,(Xo). Esto,
implica, en general, que el vector estado resultante [¢(t =T)) (que sat-
isface la ecuacién de Schrédinger), estd relacionado con el vector estado

inicial a través de la accién de una matriz unitaria:

[(T7)) = [4(0)) Uy (64)

Esto se puede ver facilmente, si recordamos que los vectores estados
iniciales y finales, estdn normalizados, y son parte de un mismo subespacio
de Hilbert A-dimensional H,,(Xo).

La matriz unitaria Uy, € U(N) es la generalizacién de la fase total
e~ ' visto en la seccién anterior. De acuerdo al teorema del adiabético, si
el vector estado inicial |1(0)) esta en un autoespacio de energias H, (Xo),
luego, en cualquier tiempo después t > 0, |[¢(t)) permanecerd sobre

H,(X7). Elijamos un vector estado inicial:

N
LOESIEAC

Jj=1

n’ (Xo)) (65)
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Luego, podemos ver que:

N
() = (t)

j=1

n (X)) (66)

Para resolver la ecuacién de Schrédinger, es andlogo a cémo se resolvié
para el caso no degenerado, por lo que iremos directamente a la ecuacién
diferencial resultante, luego de reemplazar (66):

dei; (1)
dt

% nﬂ'(Xt)ﬂ S =0 (67)

N

=S {iEn(xt)ajk + (n*(x)
j=1

Cuya solucién general es:

N — t kj
G0 =Y {Texp /0 (—z‘EnXT)ldT—i—iAKf(XT)} 20) (68)

Donde 1 es la matriz NV x N, y 7T es el operador de ordenamiento
temporal, y AR} es el andlogo no abeliano de la conexién de Berry de

uno-forma. Este estd definido en términos de sus elementos de matriz:

i {n*(x) jt
¢<n’“(X)( d nj(X)> (69)

[AX]™ (R(7))

nj(XT)> dr

La ecuacién anterior, puede ser simplificada, si notamos que el primer
término del integrando conmuta con todas las matrices. Luego, podriamos
sacarla fuera del operador de ordenamiento temporal. En los términos
restantes, podemos suprimir la dependencia directa del tiempo y cambiar
la integracién sobre el tiempo, y hacerla sobre el espacio de parametros
X € C. De esta mamera podemos, ademas, reemplazar Tt por el “operador
de ordenamiento de caminos” 73 Asi el resultado final sera:

R (t) = et Bn(Xr)dr > {%ewp (z

J

)| Ya0 )

Xo

En vista de (66), tenemos:

60) = 3 [ot ) el Brce [Bean (i [ a0 0

jyk=1 7 Xo

Luego de un ciclo completo (t=T) tenemos:

D) = 3 | (et I8 B Bean (i f ax)| " 00 72

k=1
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Si escogemos que el vector estado inicial [1(0)) sea uno de los vectores
base, luego todos los ¢ se anulan excepto uno, el cual se hace igual a 1:
[1(0)) = |n? (Xo)) = |[¥a(t)). para este caso, el vector estado evolucionard
de acuerdo a:

N —
s(0) = Y- [ (%)) e 6200 [ ey (o
k=1

" A3(3) )| 7 )

Xo

Evaluando para un periodo completo, t = T', encontramos:
N o _ kj
(1) = [ (o) e A B0 ey (i e )|
k=1

Afortunadamente, se definié la matriz unitaria U7* que transforma la

base de autovectores en otra:

W (X0) = [ (X)) (X, (75)

Usamos, (64), empleando la condicién inicial de que ¥"(t = 0) =

s"(Xo), y obtenemos:

vrt) = (), [ (1))

P (0).e " o Bn(Xr)dr [?%xp (z /jt) AX/’(X)>:| (76)
([41(T)) , . W (T))) 0

P (0).e " Jo Bn(X)dt {%exp (z‘fofﬂ (77)

Ahora, llegamos a nuestro objetivo de esta seccién, pues de la ecuacién

<

=

3
I

anterior, se puede notar que el primer exponencial, es el conocido factor

de fase dindmica. Luego, tenemos, que la generalizacién para la fase no

Peap (z f A}b) (78)

Estos resultados obtenidos, tanto para el caso no degenerado como

abeliana de Berry, es:

en el degenerado, se le conoce como holonomia de un fibrado tangente.
En fin, ésta seria una propiedad general de cualquier sistema al cual se
le asocie una variedad M sobre el cual se puede representar la evolucion
del mismo, pues dentro de esta variedad, en un proceso ciclico se generard

una holonomia® como consecuencia de la geometria de la variedad. Es por

2]a fase geométrica,
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eso que se pueden encontrar fases geométricas en muchos méas procesos,

incluyendo en casos clasicos.

2 Fases Geométricas en Procesos no
Adiabaticos

En la seccién anterior se hizo todo el tratamiento respectivo para las
fases para el caso adiabatico, pero ese no es el caso més general, pues
fue demostrado por Aharonov y Anandan [4], que la fase geométrica es
una propiedad general para cualquier sistema cudntico que evolucione

ciclicamente, en donde la fase de Berry solo es un caso particular.

2.1 Fase de Aharonov-Anandan: Caso no Degen-

erado

En general, consideremos un Hamiltoniano dependiente del tiempo H(t) =
H(X4), cuya dependencia temporal estd dada por la dada por la curva C

trazada sobre el espacio de pardmetros M
C : R(0) — R(t) — R(7) (79)

La evolucién de todo estado fisico puro define una curva sobre el es-
pacio P(H) de todos los estados. En particular, para estado ciclico, el
operador densidad p(t) = [¢(t))(¥(t)| con periodo T correspondiente a la

curva cerrada en P(H) es:

C:p(0) — p(t) — p(1) = p(0) (80)
Consideremos una evolucién ciclica arbitraria con periodo 7. Luego
asociamos con la correspondiente curva C en P(H), tres curvas en el es-

pacio de Hilbert:

1. La curva

O+ [9(0)) — [¥(1)) — (1)) — e~ [(0)) (81)
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Donde [¢(t)) es la solucién de la ecuacién de Schrodinger con la

condicién inicial del vector estado |1(0)) tenga una evolucién ciclica

2. La curva cerrada
Ceerrtt L |g(Xy)) — |6(Xe)) — [6(X1)) = 6(X0))  (82)

Donde |¢(X)) es una funcién suave y univaluada con valores en H
que tienen la propiedad p(t) = |¢(X¢)){(d(X¢)|. Y ademds, |¢p(X))

es determinado por la transformacién gauge:

B(Xe)) —  ¢/(Xe)) = Y o(X0)) (83)
QiS(X7)  _ id(X0) (84)

3. La curva:
C 2 [h(0) — [(1)) = e OO 1)) — () (85)
donde |9 (t)) es la solucién de la ecuacién de Schrédinger.

Estas tres curvas C,C°""%% y C tienen la propiedad que bajo la
proyeccién de H sobre P(H) (vectores estado a estados); ellos proyectan

sobre la curva cerrada C.

(1)) (1)) = le() (p(®)] = |[5@)) (D) = W) e P(E)  (86)

Por esta razén es que se les llama lifts® de C. En la fig(1) se puede
apreciar una ilustracién simpética de este detalle. Las curvas C, C'°emmede
y C serén llamadas lifts dindmicos, el lift cerrado y el lift de Aharonov
Anandan de la curva C respectivamente.

En general C°*""%° son curvas de seccidn local®:

[¢): O —H

Debido a que t — |¢ (t)), t — ’1; (t)> y para algun ¢t — |¢ (¢)) son lifts
cerrados de la misma curva t — p (t) debe existir un factor de fase w(t)

tal que:

3se deja con la palabra original del inglés, porque al traducirlo seria algo como elevador

4una seccién local es una funcién suave de un parche abierto de P(H) en H
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o v w(t)
Wil v'(t)
v 7

Espacio de Hilbert

Espacio de los estados
fisicos (espacio proyectivo
de Hilbert)

A(T)=A(0

Figure 1: Curvas cerradas sobre el espacio de los estados fisicos y los lifts

[00))=w®)lew) (87)
Luego se calcula w (t), para esto diferenciando (87), se obtiene:
a0 = 2D 15 1) 10 0) L1p ) (55)
Tomando el producto escalar de la wltima expresién con ‘1[) (t)>, se
obtiene:
w0t 0 0l (100)) = (90| (§]0)) =0 69

Sélo reordenando esta expresion se tiene:

1 dw(?)

OB = {o10)] L 1o (90)

El cual puede integrarse ficilmente, obteniendo:

w (0)

Se denotard ese ultimo factor de fase de (91) por ™, y podemos

W) _ o) o)) (91)

tener que:
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Escogiendo w (0) = 1, se tiene:

[B®) =" o ) (93)

Combinando (85) y (93), se encuentra:

[ (1)) = e~ o NIV v 14 1)) (94)

La ecuacién (94) es la relacién general entre la solucién de la ecuacién
de Schrédinger |1 (¢)) y el lift cerrado |¢ (¢)). En el caso de la aproximacién
adiabdtica se usé en lugar de los lifts cerrados, los autovectores de H (X;)
los cuales son més accesibles que |¢ (t)). De las ecuaciones anteriores, se
puede ver, que para un periodo completo, esto es para una curva cerrada

C en P(H), el dngulo de fase y(7) esta dado por:

10 =€) = fi@] oW = fi@lde)  ©9)

Donde |¢ (t)) corresponde a algin lift cerrado de C.

El dngulo de fase -y (1) sélo depende de la curva cerrada C. Por esta
razon, es considerada como una propiedad geométrica de C, y ses llamada
fase geométrica.

Recordando del seccién anterior, de la conexiéon de Mead-Berry,
veamos ahora la tultima ecuacién, que esa conexién es solo una partic-

ularizacién de:

A=i(¢ld|p) (96)
La cual es llamada la conexidn de uno forma de Aharonov-Anandan.
Finalemente, para un proceso ciclico, y aprovechando las propiedades

que satisface |¢), se llega a que:

[ (7)) = e I3 (L)) [e(¥))a’ () 1y, gy (97)

Noétese que la fase de Berry, no serfa més que la particularizacién

de esta tulima expresién, para cuando el vector estado se somete a un
aproximacién adiabdtica.

Se nota algo peculiar, y es que al hacer el tratamiento, de la fase de

Aharonov-Anandan, para el caso del gbit.
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2.2 Fase de Aharonov-Anandan: Caso Degener-

ado

Ahora, se estd interesado e estados ciclicos W (0) que no sean estacionar-
ios. Consideremos una evolucién ciclica general del un estado N-fold

degenerado, correspondiente a una curva cerrada:

Cn:[0,T]5t— W(t) € Grar (98)

Donde W (t) satisface la ecuacién de Liouville con alguna condicién

inicial W (0). El estado W (t) € Car puede representado como un N-frame

s (W (1) := (Ior (W (2))) -+ s [én (W (1)) (99)

Donde |¢o (W)) forman una base ortonormal de vectores, con:

N
W= 37 10 (W) (65 (W) (100)

En general, la base de vectores [1q (WW)) y por consiguiente el frame
s(W) = (l¢pr (W), ,|oa (W))) puede ser definida suave solo sobre un
subconjunto abierto U de Grur.

La situacion es parecida al del caso adiabdtico. Los frames s y la base
de vectores |¢;) juegan el role de los frames s™ y la base de autovectores
n’ (X¢). Digase que podemos elegir otro conjunto de bases ortonormales,

tal que:

N
|65 (W) =D I (W) UM (W) (101)

Donde nuevamente U?* (W) son elementos de matriz, de una matriz
unitaria ' X A. Luego el frame s’ (W) = s (W) -U (W)

Continuando con la analogia con lo hecho para el capituo anterior, se
verd la dindmica de un vector de estado inicial puro | (0)) el cual estard
sobre un subespacio degenerado correspondiente al estado inicial W (0).

Para encontrar la solucién exacta para la ecuaciéon de Schrodinger, estéd

dado por:
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N
= ZCJ' 65 (W (1)) (102)

Luego se obtienes la ecuacién diferencial para los coeficientes c¢; (t)

dck N d
2O 05 OV )L .06 (W (0) + (05 (W ()] 5 1o (OW (6| 5 () =0
- (103)
sustituyendo esta ecuacién en (102) se obtiene:
Z | (W {’Texp / (—iln (1) d‘r—l—iAN(W(T)))} ¢j (0)
Gk=1 0
(104)

Aqui, £ y Ax son matrices hermiticas ' x N, definidas por los sigu-

ientes elementos de matriz:

[Ex (DP": = (&g (W ()| H (7) |éx (W (7)) (105)
Ay (W ()7 = = i<¢j(W(T))|%|¢k(W(T))>dT (106)

Usando (104), se puede determinar la evolucién del frame inicial

(0) = 5 (0) = (|é1 (W (0))) -~ 6 (W (0)))), obteniedo que:

P (t) = (0) - {’?emp/o (=& (T) d7 + iAN (W (7')))} (107)

Luego, para un ciclo completo, tenemos:

Y (T) =1 (0) - {’?exp/o (—i€n (t) dt + it AN (W (t)))} (108)

Una diferencia importante entre (108) y su contraparte adiabética (77),
es que Enr(ry ¥ An (W (7)) en general no conmutan. Luego no es posible
escribir la fase total U (N) como el producto de la generalizacién de la

fase dindmica:

- T
ymemico — Tepp / (—i&n (t) dt) (109)
0
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y la fase geométrica:

[j9eometrico _ %emp/O (iAx (W (1)) (110)

Sin embargo, esta tultima cantidad puede ser escrita como una integral

de ordenamiento de caminos:

ygeometrico %expf (1AN) (111)
CnN

El cual es identificado como un elemento de holonomia de un fibrado
NN -

Se debe enfatizar que la fase geométrica y dindmica, obtenidas en las
ultimas expresiones son definidas independientemente. Como se mencioné
antes, su producto no nos da la fase total U (N). Ellos fueron definidas
directamente como generalizaciones de las fases geométricas y dindmicas
de los casos no degenerados Sin embargo, la fase geométrica definida en
111 depende solo de la curva cerrada Car y de la estructura del fibrado

N -

2.3 Fase de Pancharatnam

Ahora, pasamos a otro tipo de fase geométrica, esta es, la fase de Pan-
charatnam. A diferencia de los casos anteriores, este tipo de fase, trata
de encontrar la fase relativa entre dos estados cualesquiera, sin necesidad
de que uno de ellos parta de la evolucién del otro.

Considérese un par de vectores estado |¢)') = €' [+)) representando el

mismo estado cuantico, esto es:

) (W] = [%") (¥'] (112)

Es claro que la fase relativa entre |1) y |1’) es a. Sin embargo, cuando

|1) v |1") representan dos estados cudnticos diferentes, la definicién de fase
relativa no es tan obvia.

Aparentemente no se habia prestado atencién a este problema hasta

que Pancharatnam [5] tomé cartas en el asunto, atacando la interpretacién

fisica de la fase relativa entre distintos estados de polarizacién de la luz.
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Esto llevé a Pancharatnam, a encontrar que la fase relativa esta sorpren-
dentemente relacionado con la geometria del espacio proyectivo P (H).
Toémese dos vectores estados no ortonormales [11), [12). Se llamard a

la fase de su producto escalar como fase relativa o diferencia de fase entre

[91) ¥ |12):

(1]th2) (113)

Donde ai2 es a diferencia de fase entre |¢1) y |1)2).

Se dice que [¢1) y [12) estdn en fase o paralelo si (1]2) es real y
positivo. Claramente, [¢) estd en fase consigo mismo, y si |1)) estd en fase
con |@), pues |¢) estd en fase con 1. Sin embargo, no se puede aplicar la
transitividad, esto es, si [11) estd en fase con [¢)2), y |t2) estd en fase con
|13), luego |13) no estd necesariamente en fase con |i1). Para visualizar
esto, veamos el siguiente ejemplo:

Consideremos los tres vectores normalizados:

=2 Ve [ = 2] (114)
ARV U o VR

Claramente:

e |11) estd en fase con |¢)2), debido a que (11 |v2) = 1/v/2.
e |1p2) estd en fase con |¢3), debido a que {(Y2|Y3) = 1/v/2.

e |¢1) no estd en fase con |13), debido a que (v1]¥3) = —i/v/2 no es

real.

Se suele llamar a las reglas expuestas arriba como la conexion de Pan-
charatnam.

Consideremos ahora, dos vectores de estado |¢o),|11) € S (H) y sea
« la fase relativa entre ellos. Denotemos por po, p1 € P (H) las correspon-
dientes proyecciones, i.e po = m (o) y p1 = 7 (1). Veamos el cardcter
geométrico de a.

Sea 7 la geodésica mas corta que conecta po y pi. Y ademads sea 4 un
lift arbitrario de 7y que conecta a |io) con |¢1), ademds sea A un conexién

de uno-forma en P (H), tenemos que:
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Espacio de Hilbert

Espacio de los estados
fisicos (espacio proyectivo
de Hilbert)

Figure 2: Lifts de v pasando a través |1bo) : °- un lift horizontal, y 4- un lift arbitrario

conectando |to) con [i1)

/A:/A (115)

Denotemos por 4° al lift horizontal® de v pasando a través de 1o (véase

fig. 2). Asi tenemos que:

A:[0,1] 2t — |[¥ (1)) (116)

700,13t — [ (1) (117)

Claramente, ambos lifts estdn relacionados por una factor de fase in-

dependiente del tiempo:

() = e [y (1)) (118)

Con la condicién de que f(0) = 0. Ahora, de la definicién de la

conexion de uno-forma, tenemos que:

A = (¢|d|¢) = A —df (119)

5Horizontal lift, se refiere al lift de Aharonov-Anandan, tal como se definié en comienzo de

esta seccién
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Y luego:

[a=[ @ va=ra) (120)
v Y
Debido a que la integral A° se anula. Finalmente, la fase relativa entre

[o) v |11) es hallada por:

et — (1/)0'1/)1)
[ (ol o)
(61D ()
- | (thol¢h1)]
= W (121)

Debido a que ¢ (0) y ¢ (1) estdn en fase.Luego, se puede concluir que:

a:—/A (122)

y como consecuencia:

a:—/A (123)

Lo interesante de este resultado, es que la fase relativa entre dos estados
cualesquiera, de un sistema cudntico, se relaciona de un forma sorpren-
dente con la estructura del espacio proyectivo P (H). Pero nétese que se
asumié que uno no evoluciona a partir del otro, esto trae como conse-
cuencia que ninguna de los dos estados, tenga adherida a si misma, algin
factor adicional dindmica.

Esa expresién es la mas general, para la fase de Pancharatnam. Pero
cuando Pancharatnam publicé sus estudios, el trabajo sobre estados de
polarizacién, en la que uno de ellos evolucionaba a partir del otro, en un
proceso ciclico, y al encontrar la fase relativa, entre ellos, se dio con la
sorpresa de que tal fase dependia directamente de la estructura del espacio
proyectivo, ain cuando él trabajo de Berry aiin no se daba, si embargo
él ya se habia dado cuenta de este detalle, y por eso, le acuno el término

de fase geométrica, y bueno con el tiempo se conservé por su trabajo
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pionero®.

Veamos, la aplicacién inmediata de este resultado, y vemos el caso
para una evolucién ciclica. Asumamos una secuencia de proyecciones, que
llevan al vector estado |¢1) a s{ mismo, luego de la proyecciones sobre los
vectores estado 12, s, -+ , ¥, y finalmente a 1[6]. El vector resultante

final 9 finqr diferira del inicial por un factor de fase:

Vfinal = €71 (124)

La fase relativa ¢ es facil de computar, de la siguiente manera:

' = (W1]n) (Ynlon—1) - (Vs]h2) (W2lth1) (125)

Recordando,la definicién del operador proyector, tenemos que:

eiq;:t?”(lsn'pn_l...'fgzpl) (126)

De aqui que ¢ corresponde a un cantidad cudntica geométrica definido
enteramente sobre P (H), sin referencia al espacio original de Hilbert H.
Esta fase de Pancharatnam, tiene una interpretacién geométrica bastante
simpdtica. Denotemos por ~yx4+1,1 a la geodésica que conecta P, con Pk+17

y se define la curva cerrada.

C =710 *Ynn—1% - *¥7Y32 %721 (127)

Debido a resultado obtenido en (123), se tiene que:

@:—chz—/zF (128)

Con F = dA es una curva de dos-forma sobre P (H) y Y una regién

bidimensional tal que 8y =C

2.4 Ilustrando Conceptos I: El Qbit

Hasta el momento, hemos sido muy abstractos en cuanto al tratamiento

empleado, pues bien, en esta seccién, ya entraremos en algo méas concreto,

Saunque Pancharatnam, no logro generalizar sus resultados, a un sistema cudntico

cualquiera
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nos centraremos al caso del gbit, el cual es un concepto muy arraigado

con la informacién cudntica’

. Y ademas, estos resultados obtenidos, se
pueden particularizar, para cuando lleguemos al estudio de la luz, debido
a que los estados de polarizacion de la luz, pueden verse como una especie
de gbits.

Una definicién bastante compacta de los gbits es que: es cualquier
sistema cudntico de dos miveles. Si queremos ir un poco mas alld, se
puede decir que un gbit es la unidad minima y por lo tanto constitutiva

de la informacién cudntica[7].

Matematicamente, un g¢bit, puede representarse como:

[h(t)) = a(t) [0) + B(t) [1) (129)
Donde {]0) , |1)} forman una base ortonormal, y «, 3 son niimeros com-
plejos y cumplen con |a(t)]* + |8(2)]* = 1
Ejemplos clasicos de los gbits, son el spin up y down, y los estados de
polarizacién de la luz circular derecha y circular izquierda.
Para tratar los gbits, y por motivos de simplicidad en la notacién, asumire-

mos que la base de los gbits son {|¢1),|¢2)}, los cuales cumplen con:
Ho |pi) = Ei|pi) (130)
(pilps) = bi; (131)

A Hy le afiadimos una perturbacién W ® de modo que el hamiltoniano
nuevo es:
H=Ho+W (132)
Como ahora, estamos trabajando con un nuevo Hamiltoniano, pues
deberemos resolver una nueva ecuacién de autovalores:
H 1) = Ex [¢+) (133)
La representacién matricial de W en la base de {|¢;)} es:
Wll W12

W = (134)
War  Waa

7aqui no abordaremos mucho sobre definiciones, dejamos esta parte para el final cuando

toquemos las implicancias de las fases geométricas en la computacién cudntica

8no se confunda, este es un método exacto, que nada tiene que ver con teoria de perturba-

ciones, esto es solo un artificio
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Donde, W11, Wae € R y ademds que Wiy = W2*19. Sin acoplamiento,
los autovalores son Eq y E». Con acoplamiento, los autovalores son E y
E_.

Lo curioso de este acoplamiento, es que si [¢(0)) = |¢1), la proba-
bilidad de encontrar al sistema en un tiempo ¢ > 0 en el estado |p2) es
diferente de cero.

El hamiltoniano obtenido es:

Ei+ W W-
I 1 11 12 (135)
Wa1 Ey 4+ Waa

Al cual diagonalizando se obtiene:

Ey O
H= (136)
0 E_
Donde:
Ey = 3 (Br+ Wi+ Ex + W22)i§\/(E1 + Wi — Bz — Wag)® + 4 |Wig|

(137)

Luego, los autovectores obtenido son:

[%+) = cos (g) e % p1) + sin (g) e [p2) (138)
o) = (g ) e o boos (5) e Flo) (130
Donde:
2 [Wia|
tgd = 0<6< 140
g Ey 4+ Wi — Ey—Way' — =7 (140)
War = |Waile™” (141)

Sélo por motivos de visualizacién, asumiremos que Wi = Wae = 0, si
es que usted no se convence, pues puede hacer el cambio de variable F o =
E1,2 + Wi1,22 v los resultados obtenidos con la primera suposicién seran
los mismos. Ahora, definiendo A = 3 (E1 — E») y Em = 3 (E1+ Ea).

Obteniedo la expresién:

Ei = Ep 1/ A2 + |[Wia)? (142)

Al graficar, este resultado se reproduce la gréfica 3.

9esto, para que los observables medidos sean cantidades reales
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Figure 3: Con el acoplamiento, se anula el crossing

Este es un resultado importante, ya que de acuerdo a nuestros analisis
previos, pues para que los resultados teéricamente predichos sean validos,
se necesitaba la condicién de que no halla crossing, pues bien, de acuerdo a
nuestras imposiciones, de exigir que W cumpla con ciertos requisitos, para
que el hamiltoniano sea hermitico, pues, logramos anular el crossing®®.

Asi, demostramos, que para cualquier sistema, que evoluciona bajo un
hamiltoniano de la forma (135), y ademds es hermitico, podemos repre-
sentar los gbits, de la forma (139). Y en general, los resultados obtenidos
en el resto de esta seccién, también se basan en estas imposiciones.

Se hace esta aclaracién, porque hay ciertos estudios en donde se tra-
bajan con hamiltonianos, no hermiticos, esto, para simular la interaccién
con el ambiente (disipacién). Para casos como estos, el efecto crossing
tiene gran importancia, ya que con esa clase de hamiltonianos, no solo
se degenera los niveles de energia, sino también los mismos estados, en
donde el sistema colapsa al llegar a esos puntos donde hay entrecruza-
miento (crossing), en fin hay técnicas para poder extraer la informacién a
pesar de este colapso, una de ella es el entralazamiento de estados, pero

no entraremos mas en detalle, porque escapa del objetivo de este trabajo.

2.5 Ilustrando Conceptos II: La Esfera de Bloch

La esfera de Bloch, juega un rol muy importante dentro de la descripcién

de sistemas de dos niveles (gbit), debido a que su estudio hace posible la

10para W=0, pues los niveles se cruzaban, debido a que forman dos rectas cruzadas
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inclusién de algoritmos cuénticos, ya que permite una analogia de los bits
clasicos con los bits cudnticos, aunque incluye un fenémeno propio de la
mecénica cudntica, esto es, que un gbit, no tiene necesariamente un valor
definido antes de ser medido, esto abre un sin fin de puertas, a una nueva
era en la computacién, ya que es este principio el que hard posible (como
veremos més adelante) que, los posibles computadores cudnticos, puedan
desarrollar calculos cientos de millones de veces mas rapidos que las més
modernas computadoras de hoy en dia.

Pero dentro del estudio enmarcado sobre la esfera de Bloch, se en-
cuentran las fases geométricas, debido a la increible simplicidad y belleza
a la que se pueden reducir todos los tratamientos topolégicos, tratados en
secciones previas. Esto no es de sorprender, puesto que los fisicos siempre
buscaron formas simples y bellas de explicar los fenémenos (bueno, aqui
se pasa por alto, los estudios del caos, en donde la simplicidad y belleza
pierden sentido [8] ).

En la seccién anterior se vio, la formulacién de los gbits, que no son
otra cosa que un sistema cudntico de dos niveles, partamos de lo mismo, y
digamos que dada la base ortonormal {|0),|1)}*!. Podemos expresar las

matrices de pauli, en funcién de estas bases, de la siguiente manera:

o = 0){1]+ 1) (0]
oy = —i(|0) (1] = 1) (0])
o. = [0)(0[— 1)1

Debido a que las matrices de Pauli'? forman un grupo, entonces
cualquier operador A, puede escribirse como una combinacién lineal de

los mismos, de acuerdo a:
A =aol + a0, + ayoy +azo. (143)

En donde los coeficientes, estdn dados por:

1
ao = *T?”(A)
2
1
a; = §TT(AU¢);i=x,y,z

1110s cuales nos servirén de base para los gbits
12incluyendo la matriz identidad, que es considerada como o
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Ahora, supongamos que haremos lo expuesto anteriormente, pero para
el caso del operador densidad, en este caso el operador densidad tendrd

dimensién dos. Luego el operador densidad puede ser escrito como:

p==(1+7.5) (144)

Donde:
ri =Tr(po;);i=1,2,3 (145)

Por las propiedades de las matrices de Pauli:

0i0j = 0351 + €10k (146)

tr(ci) =0 (147)

Donde el término £ es el simbolo de levicivita. Se puede obtener
facilmente que:

TP = 5 (1+17) (148)

Ahora, tomamos el caso, para cuando el sistema es puro, esto que

la matriz densidad solo contenga un tunico posible estado. Bajo esta

condicién, se cumple que Tr(p?) =Tr(p) = 1, luego, usando esta condicién

en (148) tenemos que se debe cumplir que:
[Ff?=1— | =1 (149)

Es decir, para un sistema de dos niveles puro, el operador densidad
toma un forma muy simple, en funcién de las matrices de Pauli, y del
verctor 7. De acuerdo a las condiciones establecidas, se pudo encontrar
que el vector 7 es un vector unitario, y como tal puede ser representado
como un punto sobre una esfera de radio 1. A esta esfera, se le conoce
como esfera de Bloch, si trabajamos con spinores o esfera de Poincaré si
trabajamos con estados de polarizacién de la luz, aunque ambas esferas
son la misma, sélo cambian de nombre por motivos de historia. Asi que
haremos el tratamiento general, para cualquier sistema de dos niveles,
pero por convencién la llamaremos esfera de Bloch, més adelante cuando
tratemos el caso especifico de la luz, la llamaremos esfera de Poincaré.

Ahora, empleemos estos resultados aplicados al gbit. En la seccién

anterior, se demostré que todo sistema de dos niveles, puede ser expresado
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de la forma:
) = e 72" cos (g) 0) + ¢ sin (g) 1)

Para llevarlo a la forma (144), se usan las relaciones dadas en (145).

En fin, este es un cédlculo sencillo, en el que se puede llegar a los siguientes

reultados:
ry = sin(0)cos(p)
ry = sin(0)sin(p)
r. = cos(0)

Se hace notoria, que los resultados anteriores, para 7 se asemejan bas-
tante a la de las coordenadas esféricas. Notese ahora que cada punto sobre

la esfera unitaria, determinard un estado (puro), véase fig 4:

Figure 4: Esfera de Bloch - para el estado puro

Hay que recalcar que esta esfera es vilida sélo para estados puros.
Ahora, nétese que en el polo norte, de nuestra esfera, se encontrard el
estado |0) y en el polo sur, el estado |1). Se mantiene la analogia de los 0
y 1 de los bits clasicos, pero un gbit, como lo muestra la esfera de bloch,
puede estar en una superposicién del estado |0) y |1).

Ahora empleemos, lo que se mencioné antes. Ya que podemos asociar
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la esfera de Bloch con el espacio proyectivo P (’H)13, asi para definir una
evolucion ciclica, pues asociamos a nuestra variedad, un fibrado tangente,
tal que, de acuerdo a los resultados previos, estos se transporten paralela-
mente** a través de la variedad [9]. De manera ilustrativa (véase la figura
(5)), elegimos dos vectores que siempre permanecen tangentes a la esfera.
Supongamos que la evolucién del sistema, sea tal que se comienza desde
el estado |0), esto es en el polo norte, y es transportado a lo largo de una
curva, y tales vectores siempre apunta a la misma direccién (localmente)
digamos al sur y al este, todo el tiempo. Luego de completar un ciclo
completo (pasar con una curva cerrada), los vectores vuelven a su punto
inicial, pero estos se encuentran rotados respecto del vector inicial. Nétese
que los vectores “rotados”, han sido cuidadosamente guiados tal que se
mantengan paralelos durante todo el recorrido. Se nota, que mientras
mas “pequeiia”’ es el camino recorrido, pues méas pequeno es el angulo de

rotacion.

Figure 5: Tansporte paralelo - evolucién adiabética

Como ya vimos antes, la razén por la que ocurre esta rotacion, es
puramente geométrica. De hecho, esto estd conectado con la curvatura
intrinseca de la esfera, para ver esto, nétese que este fenémeno no apare-
ceria si los vectores fuesen tranportados paralelamente a lo largo de una

variedad plana, tal como un plano o un cilindro [10] . El d4ngulo de rotacién

13para el caso adiabético, pues ser tomado como el espacio de pardgmetros M
Mesto es concecuencia de asociar una holonomfia al fibrado tangente
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estd, de hecho, relacionada con la integral de la curvatura sobre la super-
ficie rodeada por el camino cerrado.

Y listo, ese dngulo de rotacién es la fase geométrica de Berry.

Como mencionamos, para el gbits, en el caso adiabatico, toda nuestra
descripcion se simplifica bastante. Para las fases mas generales, no existe
una interpretacién como la dada en la fase de Berry.

En trabajos ya realizados, se hacen el tratamiento de forma muy ele-
gante, para el caso del spin up y down, ese es el ejemplo clésico, incluso
este asunto estd muy bien detallado en la tesis [11].

Pero, en este trabajo se partié de un hamiltoniano general, para
cualquier sistema de dos niveles, generalizando asi los resultados obtenidos
para caso particular del spin'®.

Realizando los cédlculos para la fase geométrica, para el caso del gbit,
en una evolucién ciclica. Obtenemos, usando los resultados obtenidos

anteriormente para los diferentes tipos de fases geométricas, que:

e Fase de Berry

Fase de Berry = %Q ©) (150)

e Fase de Aharonov-Anandan

Fase de Aharonov — Anandan = %Q ©) (151)

e Fase de Pancharatnam

Fase de Pancharatnam = —%Q ©) (152)

Con esto, notamos que para el caso del Qbit, la fase de Berry coin-
cide con la de Aharonov-Anandan, la cual es més general, aunque debe
entenderse que la fase de Berry, asume que el vector estado, siempre per-
manecerd sobre el mismo parche del espacio de pardmetros (que en este
caso es el espacio proyectivo), mientras que la de Aharonov-Anandan,
es para cualquier tipo de evolucién ciclica. Ademds debe notarse que la

fase de Pancharatnam, difiere en signo con la de Aharonov-Anandan, esto

15para, este caso, el hamiltoniano se relaciona con el campo magnético
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implica que la fase geométrica de Pancharatnam serd positiva (negativa)
para circuitos trazados positivamente (negativamente), mientras que la de
Aharonov-Anandan es al revés’S.

Con este resultado culminamos el tratamiento general de las fases
geométricas, en donde mostramos, que para el caso del gbit, para cualquier
hamiltoniano que cumpla que sea hermitico, puede escribirse de la forma
(139), y esto hace que la fase geométrica, para un ciclo completo, sea, en

general, la mitad del angulo sélido del camino trazado sobre la esfera de

Bloch.

3 Conclusiones

1. Se ha estudiado los métodos generales para calcular las fases
geométricas, en todas sus variedades, estos es, la fase de Berry, la
fase Aharonov Anandan, la fase de Pancharatnam. Asi mismo se
logré visualizar la fase geométrica, para el caso general del gbits,
teniendo una interpretacién del trasporte paralelo para el caso de la

fase de Berry.

2. Se observo las propiedad topoldgicas de estas fases, notando un com-

portamiento bastante sencillo para el caso del gbit.
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